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ABSTRACT
P a r t i a l  i s o m e t r i e s  w i t h o u t  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e s ,  
c o n j u g a t e  hom ogenous  l i n e a r  o p e r a t o r s ,  a n d  c a n d i d a t e s  f o r  an 
o p e r a t o r  w i t h o u t  . n o n - t r i v i a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  a r e  d i s ­
c u s s e d .  A t t e n t i o n  i s  r e s t r i c t e d  t o  s e p a r a b l e  H i l b e r t  s p a c e s .
I n  t h e  f i r s t  c h a p t e r ,  . a  p a r t i a l  i s o m e t r y  h a v i n g . n o  n o n ­
t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e ,  w i t h  i t s  n u l l - s p a c e  a n d  t h a t  o f  i t s  
a d j o i n t  b o t h  o f  d i m e n s i o n  one  i s  shown t o  b e  a n t i - u n i t a r i l y  
e q u i v a l e n t  t o  i t s  a d j o i n t .  The n o t i o n  o f  an  o r t h o g o n a l  c h a i n  
o f  v e c t o r s  w i t h  r e s p e c t  t o  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  i s  I n t r o d u c e d  
an d  i n v e s t i g a t e d .  E xam p le s  a r e  g i v e n  b a s e d  on t h e  i d e a  o f  
an  o r t h o n o r m a l  b a s i s  skewed w i t h  r e s p e c t  t o  a  f i x e d  b a s i s .
The i m p l i c a t i o n s  o f  an o p e r a t o r  b e i n g  a n t i - u n i t a r i l y  e q u i ­
v a l e n t  t o  i t s  a d j o i n t  a r e  c l a r i f i e d ,  e s p e c i a l l y  i n  t h e  c a s e  
w h e re  t h e  a n t i - u n i t a r y  o p e r a t o r  g i v i n g  t h e  e q u i v a l e n c e  i s  a 
c o n j u g a t i o n .
I n  C h a p t e r  I I ,  a  s t r u c t u r e  t h e o r e m . f o r  H e r m i t i a n  c o n j u ­
g a t e  o p e r a t o r s  a nd  f o r  n o r m a l  c o n j u g a t e  o p e r a t o r s  i s  g i v e n .
The m ax im a l  i d e a l  s p a c e  t h e o r y  i s  e m p lo y e d .
C h a p t e r  I I I  i n t r o d u c e s  t h e  c o n c e p t  o f  a  c o m p l e t e l y  n o r m a l  
o p e r a t o r  a nd  p r o v i d e s  f o u r  c a n d i d a t e s  f o r  a n  o p e r a t o r  w i t h o u t  
a  n o n - t r i v i a l  i n v a r i a n t  sub s p a c e ,  b a s e d  on  t h e  p o l a r  decom­
p o s i t i o n  o f  a n  o p e r a t o r .  P a i r s  a r e  g i v e n  o f  .a u n i t a r y  and  a  
H e r m i t i a n  o p e r a t o r ,  b o t h  c o m p l e t e l y  n o r m a l  a n d  w i t h o u t  common 
n o n - t r i v i a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s .
INTRODUCTION
PREREQUISITE MATERIAL AND CONVENTIONS
Much o f  t h e  c o n t e n t s  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  s t a n d a r d .  I t  i s  
i n c l u d e d  f o r  t h e  s a k e  o f  c o m p l e t e n e s s .
1R  d e n o t e s  t h e  f i e l d  o f  r e a l  num bers  a n d  C  t h e  f i e l d  
o f  com plex  n u m b e r s .  I f .  C ,  . t h e n  d e n o t e s  i t s  c o m p le x  
c o n j u g a t e .  U d e n o t e s  a  s e p a r a b l e  H i l b e r t  s p a c e  o v e r C .  i f  
S a n d  p a r e  v e c t o r s  o r  e l e m e n t s  o f  K,  t h e n  (§ l r i )  d e n o t e s  
t h e i r  i n n e r  p r o d u c t .  The norm o f  ? . i s  w r i t t e n  | | ? | |  . I f  X  
i s  a  H i l b e r t  s p a c e , ,  t h e n  we .d e n o te  by..dim K  t h e  d i m e n s i o n  
o f  K,  t h e  c a r d i n a l i t y  o f . a  c o m p l e t e  o r t h o n o r m a l  s y s t e m  o f  
v e c t o r s  i n ^ -. I n  t h i s  p a p e r  t h e  d i m e n s i o n  o f  a l l  H i l b e r t  
s p a c e s ,  c o n s i d e r e d -  i s ; l e s s  th an . .o r ,  equal ,  t o  t h e  c a r d i n a l i t y  
o f  t h e  i n t e g e r s .  A l i n e a r  m a n i f o l d  o f  U i s  a  n o n - v o i d  su b -  
s e . t .  o f  if .c l o s e d  w i t h  . r e s p e c t  ..to. v e c t o r  . a d d i t i o n  a nd  s c a l a r  
m u l t i p l i c a t i o n . A sub .space  i s  a  l i n e a r  m a n i f o ld ,  c l o s e d  i n  
t h e  t o p o lo g y ,  g i v e n  b y  t h e  norm i n  W.
I f  (Sa ) ^ eA i s .  a .. .set.  o f . . v e c t o r s ,  i n  . then  ^ ^ a ^aeA
d e n o t e s  t h e - s m a l l e s t . l i n e a r ,m a n i f o l d  c o n t a i n i n g  t h i s  s e t  
o r  . t h e  s p a n  o f  t h i s  s e t ]  d e n o t e s  t h e  s m a l l e s t
s u b s p a c e  c o n t a i n i n g  t h i s . ,  . s e t  or. i t s  c l o s e d .  .span .  .A l i n e  
a b o v e  a  s u b s e t  o f  . d e n o te s ,  i t s  . c l o s u r e  , i n  t h e  norm t o p o l o g y  
u n l e s s . o t h e r w i s e . s t a t e d .
I f  % i s  a  l i n e a r  . m a n i f o l d ,  t h e n  ^  i s  t h e  s u b s p a c e  o f
1
2a l l  v e c t o r s  o r t h o g o n a l  t o  7ft; 7ft^ ~ = {§ e v \  ( § | t i )  = 0 V n e 7ft) . 
I f  ( ^ a ^a e ^- i s  a  p a i r w i s e  . o r t h o g o n a l ,  f a m i l y  o f  s . u b s p a c e s  o f  
V., t h e n  dena t .es .  .the. . s m a l l e s t ,  s .uhspace  c o n t a i n i n g  e a c h
s u b s p a c e ,  i n , t h e  .family . . . . . I . f  7ft a n d  71 a r e  l i n e a r  m a n i f o l d s ,  
t h e n  7ft + % i s  t h e  s m a l l e s t  l i n e a r ,  m a n i f o l d  c o n t a i n i n g  
b o t h  7ft ..and 7[-s .7ft + 71 = { ?+p.| ? e 7ft, n e . 71} .. We. .use t h e  
sym bo l  J_ t o  d e n o t e  t h e  o r t h o g o n a l i t y  o f  a  . v e c t o r  w i t h  a n o t h e r  
v e c t o r ,  of., a  v e c t o r  t o .  a  . . l i n e a r  m a n i f o l d ,  ..and of .  one  l i n e a r  
m a n i f o l d  t o  a n o t h e r . . . I h u s ,  5J_..n i s .  e q u i v a l e n t  t o  ( ? l r i )  -  0 ; 
5-LAT i s  e q u i v a l e n t  t o  ( ? | t i )  =. 0 V n e K; s t X K  i s  e q u i v a l e n t  
t o  ( 5 | r | )  = 0 1 5  e =£,. V ri e K.  I f  ? C . i s . a  l i n e a r  m a n i f o l d  
o f  U,  t h e n  U & K  = (? e U\ ^ 1 K }  .
We assum e  f a m i l i a r i t y  w i t h  t h e  n o t i o n  o f  a  b o u n d e d
o p e r a t o r  on  M, o r  m ore  p r e c i s e l y ,  w i t h . t h e  n o t i o n  o f  a
c o m p le x  hom ogenous ,  l i n e a r ,  b o u n d e d  o p e r a t o r .  S i n c e  we
d i s c u s s  o n l y  b o u n d e d  o p e r a t o r s ,  .we . r e f e r  t o  .them s i m p l y  a s
o p e r a t o r s .  I f  A i s  an  o p e r a t o r , ,  w e . l e t  || .A || d e n o t e  t h e
o p e r a t o r . norm  o f .  A; we l e t  A* d e n o t e  . .the a d j o i n t  o f  A, so
, ( A ? ln )  = ( § U * n )  y  ' 5 , t |  e . V .  I f .  A i s .  a n . o p e r a t o r ,  t h e n  we
l e t  /?£ = (A? | 5 e V ) ,  t h e  r a n g e  o f  A. We l e t  71^  =
[ril Ar\ = 0} ,  t h e  n u l l - s p a c e  o f  A. I f  A i s  an. o p e r a t o r ,  t h e n
^A = ^A* o r  ^A = ^ A * ’ An ° P era / i :or  P i s  a  p r o j e c t i o n  o r  a
2p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  i f  a nd  o n l y  i f  P = P a n d  P = P * . /?p
i s  a  s u b s p a c e ;  g i v e n  a . s u b s p a c e  K t h e r e  i s  a  p r o j e c t i o n  
w hose  range... i s  K.  An o p e r a t o r  H . i s  H e r m i t i a n  ...if a nd  o n l y  
i f  H = H * . An o p e r a t o r  N i s  n o r m a l  i f  and  o n l y  i f  N*N = NN* .
3An o p e r a t o r  K i s  an  i s o m e t r y  o r  an  i s o m e t r i c  o p e r a t o r  i f  and  
o n l y  i f  | | k ?  || = || g || .V? e K An. op.er a t  or. .  .U . l s  u n i t a r y  i f  
a n d  o n l y  i f  i t  i s  i s o m e t r i c  . .and . /?TJ. = %.  I f  U i s  an  o p e r a t o r ,  
t h e n  U b e i n g  u n i t a r y  i s  e q u i v a l e n t  t o  U*U and  UU* b o t h  
b e i n g  t h e  i d e n t i t y  o p e r a t o r  o n . V . . A  p a r t i a l  i s o m e t r y  on i s  
an  o p e r a t o r  S such.  t h a t . . f a r  some, sub space .  K.  o f  X ,  we h a v e  
|| S? || = II ? || tV ? e K .and Sq = 0.. . f a r  q-L?(.  K i s  d e n o t e d  
by  . The f o l l o w i n g  s t a t e m e n t s  c o n c e r n i n g  a n  o p e r a t o r  S a r eib
e q u i v a l e n t :  1) S i s  a  p a r t i a l  i s o m e t r y ;  2) S* i s  a  p a r t i a l  
i s o m e t r y ;  3) S*S i s  a  p r o j e c t i o n ;  4) SS* i s  a  p r o j e c t i o n .  
F u t h e r m o r e ,  S*S i s  t h e .  p r o j e c t i o n  o n t o  ; SS* i s  t h e
p r o j e c t i o n  o n t o  .
We em ploy  t h e  u s u a l  c o n c e p t s  o f  i n v . e r t i . b i l . i t y ,  s p e c t r u m ,  
e i g e n v e c t o r  o r  p r o p e r  v e c to r . , ,  e i g e n v a l u e ,  a p p r o x i m a t e  e i g e n ­
v a l u e ,  and  a p p r o x i m a t e . p o i n t  . s p e c t r u m  o.f .an o p e r a t o r .  We 
d e n o t e ,  t h e  s p e c t r u m  o f  an  o p e r a t o r  A by. a (A )  and  i t s  a p p r o x ­
i m a t e  p o i n t  s p e c t r u m  b y  ir(A) .
I f  K i s . a  s u b s e t  o f  U. a n d .A  i s  a n  . o p e r a t o r  on-V, t h e n  
k K ... = [Ag| § e X )  . I f  & i s  a  s e t  o f  o p e r a t o r s  and  q Q e V, 
the .n i7 r io =• {Aq0 l A e Ct) . I f  <7 i s  a  r i n g  o f  o p e r a t o r s  on a  
H i l b e r t  s p a c e  K ,  g e X ,  a n d  t h e  s m a l l e s t  s u b s p a c e  c o n t a i n ­
i n g  i s  X,  t h e n  we . s a y  g Q i s  a  c y c l i c  v e c t o r  f o r  Cl. I f  A
i s  an  o p e r a t o r  on X  a n d  e X 3 t h e n  we s a y  CQ i s  c y c l i c  
f o r  A ( f o r  A and  A* ) i f  a n d  o n l y  i f  Qq i s  c y c l i c  f o r  t h e  
a l g e b r a i c . r i n g  g e n e r a t e d  b y  A ( b y  A a n d  A* ) .
4A l i n e a r  m a n i f o l d  ^  i s  . i n v a r i a n t  f o r ■a n  o p e r a t o r  A i f  and 
o n l y  i f  A=£ c  =£ ; ^  r e d u c e s  A i f  and  o n l y  i f  A ^  c  ^  and
st  . A l i n e a r  m a n i f o l d  i s  i n v a r i a n t  f o r  a  s e t  o f  o p e r a t o r s  
i f  and  o n l y . i f . i t  . i s  i n v a r i a n t  u n d e r  .each  o p e r a t o r  i n  t h e  s e t .  
A . l i n e a r  m a n i f o l d  . r e d u c e s  a  . s e t  o f  o p e r a t o r s  i f  a n d  o n l y  i f  
i t . r e d u c e s ,  e a c h  o p e r a t o r  i n . . t h e  s e t .  I f  a  l i n e a r  m a n i f o l d  % 
l s . i n v a r i a n t  f o r  an o p e r a t o r  A, t h e n . t h e  s u b s p a c e  ^  i s  a l s o  
i n v a r i a n t  u n d e r  A .
Now we t u r n  f o r  a  moment t o  . l e s s  common m a t e r i a l .  A 
c o n ju g a te . - h o m o g e n o u s ,  l i n e a r ,  b o u n d e d  o p e r a t o r ,  o r  c o n j u g a t e  
o p e r a t o r ,  i s . . a .  m app ing  B o f  V i n t o  i t s e l f  s u c h  t h a t  B i s  
c o n t i n u o u s  i n  t h e  norm t o p o l o g y  and  B (a ?  + 0 p )  = aB5 + FBp 
V a ,  3 e V .SjT] e.‘ V. The norm o f  B i s  . . .de f ined  a s  f o r  
o p e r a t o r s  an d  i s . . .d e n o te d  || B || . . I f . B  i s  a  c o n j u g a t e  
o p e r a t o r  on  5 ,^ t h e n  t h e r e  i s  a  c o n j u g a t e  o p e r a t o r  B*, t h e  
a d j o i n t  o f  B, s a t i s f y i n g  (B ^ lp )  = (B*r i l? )  V ? , r i  e V .  The 
e x i s t e n c e  o f  t h e  a d j o i n t  o f  a  c o n j u g a t e  o p e r a t o r  i s  p r o v e n  
u s i n g  t h e  R i e s z  R e p r e s e n t a t i o n  t h e o r e m  f o r  b o u n d e d  l i n e a r  
f u n c t i o n a l s  on t h e  p r o o f  i s  a n a l o g o u s  t o  t h a t  f o r  t h e  
e x i s t e n c e  o f  t h e  a d j o i n t  o f  an  o p e r a t o r .  See  p .  3 8 - 4 0 ,  [ 1 ] .
I f  B i s  a  c o n j u g a t e  o p e r a t o r ,  t h e n  B** = B a n d  (X.B)* = 
\ B *  V \  e G . l f  B and  C a r e  c o n j u g a t e  o p e r a t o r s ,  t h e n  B + C 
i s  a  c o n j u g a t e  o p e r a t o r  and  BC i s  an  o p e r a t o r . .  We h a v e  
(B + C)* = B* + C * . The a d j o i n t  o f  . . the o p e r a t o r  BC i s  t h e  
p r o d u c t  o f  t h e  a d j o i n t s  o f  t h e  c o n j u g a t e  o p e r a t o r s  B and  C
5i n  t h e  o p p o s i t e  o r d e r ;  t h u s  (BC)* = C*B*. I f  A i s  a n  o p e r a t o r  
a nd  B I s  a. c o n j u g a t e  o p e r a t o r ,  t h e n .A B  .and ..BA a r e  c o n j u g a t e  
o p e r a t o r s ;  (AB)* -  B*A* a n d .  (.BA)* =.. A*B*.. ,We u s e  t h e  sym bol  
* a b o v e  an  o p e r a t o r  o r  a b o ve  a  c o n j u g a t e  o p e r a t o r  t o  d e n o t e  
i t s  a d j o i n t  w i t h o u t  c o n f u s i o n .  We do n o t  ad d  a  n o n - z e r o  
o p e r a t o r  a nd  a  n o n - z e r o  c o n j u g a t e  o p e r a t o r .
I f  B i s  a  c o n j u g a t e  o p e r a t o r ,  t h e n  we d e f i n e  a n d  7?  ^
a s  f o r  o p e r a t o r s .  A c o n j u g a t e  o p e r a t o r  H i s  H e r m i t i a n  i f  and  
o n l y  i f  H = H*. A c o n j u g a t e  o p e r a t o r  N i s  n o r m a l  i f  a n d  o n l y  
i f .  N*N = NN*. An a n t i - r u n i t a r y . o p e r a t o r  i s  a  c o n j u g a t e  o p e r a ­
t o r  U s u c h  t h a t  || U? || = II 5 II V ? £ U and  = V . A c o n ­
j u g a t e  o p e r a t o r  U i s  . . a n t i - u n i t a r y  . i f . and  o n l y  i f  U*U = UU* = 
1 , t h e  i d e n t i t y  o p e r a t o r  on V .
We em ploy  t h e  t e r m s  r i n g  and. s y m m e t r i c  r i n g  a s  i n  [3 1 -  
The m ax im a l  i d e a l  s p a c e  o f  a  c o m m u t a t iv e  B a n a c h  r i n g  w i t h  
i d e n t i t y  i s  a  co m p a c t  H a u s d o r f f  s p a c e  , i n  t h e  w e a k e s t  t o p o l o g y  
i n  w h i c h  th e . . .G e l f a n d  t r a n s f o r m s .  o f  . . r i n g  e l e m e n t s  a r e  c o n ­
t i n u o u s ;  p . 1 97 ,  [3 ]  . We. us.e B(M) to.  d e n o t e  t h e  r i n g  o f  a l l  
o p e r a t o r s  on U.  A n o r m - c l o s e d . ,  c o m m u ta t iv e  s y m m e t r i c  s u b r i n g  
o f  w i t h  i d e n t i t y  i s  i s o m e t r i c a l l y  i s o m o r p h i c  t o  t h e  r i n g
C!(M) o f  a l l  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  on t h e  m a x im a l  i d e a l  s p a c e  
M o f  t h e  s u b r i n g .  We. us.e ^ (m) . to .  d e n o t e  t h e  c o n t i n u o u s  f u n c ­
t i o n  on M w h ic h  i s  t h e  image  or* G e l f a n d  t r a n s f o r m  o f  a n  
o p e r a t o r  A i n  t h e  s u b r i n g .  (A*)(m) = ^ (m )  V m e M. |( A || =
sup l ^ ( m ) | .  We r e f e r  t o  p .  2 3 0 - 2 3 2 ,  [ 3 ] .  meM1 1
6S i n c e  w.e a r e  r e s t r i c t i n g  o u r .a t t e n t i o n . t o  s e p a r a b l e  H i l b e r t  
s p a c e s  ,. e a c h  . .maximal commut a t  iv.e . s y m m e t r i c  s u b r i n g  o f  
h a s  a  c y c l i c  v e c t o r  b y  ..a . .maximal i t y  a r g u m e n t .  I f  ^  i s  a  
m ax im a l  c o m m u ta t iv e  . sym m etr ic  r i n g  o f  o p . e r a t o r s  on V, i s  
a  c y c l i c  v e c t o r  f o r  (?,.. and ..M i s .  t h e  m ax im a l  i d e a l  s p a c e  o f  C7, 
t h e n  i s .  i s o m e t r i c a l l y  i s o m o r p h i c  t o  C(M), ?.Q c o r r e s p o n d s  
t o  .a  r e g u l a r .  .Bor,el. m e a s u r e  i-i on .M .w ith  s u p p o r t  e q u a l  t o  M, 
a nd  t h e r e  i s  a n  i s o m e t r i c  m a p p in g  o f  V o n t o  L ( M ,h ) .  M o r e o v e r ,
O
i f  we d e n o t e  t h e  im age  o f . S . e  V . b y  ?(m) e L (M ,h ) ,  t h e n  we 
h a v e  (A5)(m) = A(m) §(m) V A e t f ,  p . 247,  [ 3 ] .
We p r e s u p p o s e  knowledge ,  o f . t h e  weak a n d  s t r o n g  t o p o l o g i e s  
f o r  I3{U) . M u l t i p l i c a t i o n  w i t h  one  f a c t o r  f i x e d  i s  c o n t i n u o u s  
i n  e i t h e r  o f  t h e  two t o p o l o g i e s .  The . . t r a n s i t i o n  f r o m  A t o  A* 
i s  c o n t i n u o u s  i n  t h e  weak t o p o l o g y .  The weak and  t h e  s t r o n g  
c l o s u r e s  o f  s y m m e t r i c  s u b r i n g s  o f  c o i n c i d e .  A w e a k l y
c l o s e d  s y m m e t r i c  su b . r i n g  o f  !3{W) i s  g e n e r a t e d  b y  i t s  p r o ­
j e c t i o n  o p e r a t o r s ,  i . e . ,  t h e  m in i m a l  s u b r i n g  o f  8 (U)  c o n t a i n ­
i n g  a l l  t h e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r s  o f  t h e  g i v e n  . s u b r i n g  i s  t h e  
s u b r i n g  i t s e l f ;  p .  441-449*  [ 3 ] -  I f  & i s . a . w e a k l y  c l o s e d  
s y m m e t r i c  c o m m u ta t iv e  s u b r i n g  o f  !3{%C) w i t h  a  c y c l i c  v e c t o r ,  
t h e n  (3 i s  a  m ax im al  c o m m u t a t iv e  s u b r i n g ;  we r e f e r  t o  C o r o l l a r y  
1 . 1  o f  [ 8 ] .  A d i r e c t  p r o o f  u s i n g  t h e  m ax im a l  i d e a l  s p a c e  t h e o r y  
w i t h o u t  d e c o m p o s i t i o n  t h e o r y  i s  p o s s i b l e .
We u s e  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  m e a s u r e - p r e s e r v i n g  t r a n s f o r ­
m a t i o n ,  e r g o d i c  t r a n s f o r m a t i o n ,  and  m e a s u r e  a l g e b r a  a s  i n  [ 2 ] .
7I f  M I s  t h e  m ax im al  i d e a l  s p a c e  o f  a  w e a k l y  c l o s e d  c o m m u t a t iv e  
s y m m e t r i c  s u b r i n g  o f  /3(W),  t h e n  t h e  c l o s u r e  o f  e a c h  open  s e t  
i n  M i s  o p e n ;  p . 3 1 , . [ 5 ] .  The m e a s u r e  h c o r r e s p o n d i n g  t o  a  
c y c l i c  v e c t o r  f o r  a  m ax im al  . su c h  s u b r i n g  I s  a  r e g u l a r  B o r e l  
m e a s u r e .  F o r  e a c h  .m e a s u r a b l e  s e t . S ,  t h e r e . e x i s t s  a  u n i q u e  
c l o p e n  s e t  U . f o r  w h i c h  h ( (S -U )  U ( U - S ) ] = 0 ;  p . 4 8 ,  [5 ]*  Thus 
t h e  c l o p e n  s e t s  fo rm  a  c o m p l e t e  s e t  o f  r e p r e s e n t a t i v e s  f o r  
t h e  e q u i v a l e n c e  c l a s s e s  w h ic h  c o m p r i s e  t h e  m e a s u r e  a l g e b r a  
( M ,P ) .
CHAPTER I
PARTIAL ISOMETRIES
Our s t u d y  o f  p a r t i a l  i s o m e t r i e s  h a v i n g  n o  n o n - t r i v i a l  
r e d u c i n g  s p a c e s  b e g a n  a s  an  a t t e m p t  t o  g e n e r a l i z e  t h e  f o l l o w ­
i n g  r e s u l t  o f  von  Neumann:
L e t  U b e  a  H i l b e r t  s p a c e  o f  d im > 1 .  L e t  S b e  an  i s o ­
m e t r y  on  V s u c h  t h a t  S h a s  no  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e .
Then  V. i s  o f  d i m e n s i o n  o n e .  I f  71^ = ^ ( 5 Q} and  || ? Q || = 1, 
t h e n  [S Q3 i-s a n  o r t h o n o r m a l  b a s i s  f o r  M. C o n s e q u e n t ly , ,
i s  o f  c o u n t a b l y  i n f i n i t e  d i m e n s i o n .
O u t l i n e  o f  p r o o f :  I f  = (0 } ,  t h e n  S i s  u n i t a r y .  By t h e  
s p e c t r a l  t h e o r e m  f o r  n o r m a l  o p e r a t o r s  a nd  t h e  f a c t  t h a t  dim %( 
> 1 ,  we h a v e  t h a t  S h a s  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e s  i n  c o n t r a ­
d i c t i o n  o f  t h e  h y p o t h e s i s .  Hence  ^  ( 0 ) .
We f i x  ? e = R^~ s u c h  t h a t  || S l| = 1 .  Then  f o r
O  £>•*■ D O
0 < j  < i  < * ,  we h a v e  ( S1? Q! s 0 ) = ( s * J S i ? 0 l ? Q) =
( S 1 - J S0 I S 0 ) = 0 s i n c e  § Q e R ^  . So ( S ^ J s ^ )  = S ^  f o r
0 < i ,  j  < oo. B u t  ^ [ S 1§ 0 } r e d u c e s  S .  I n  f a c t ,  i f  
00 -?
j 5.Qa^S i s  a n  e l e m e n t  o f  t h i s  c l o s e d  s p a n ,  t h e n  we h a v e  
t h a t  S * ( 1| 0 a 1S15 o ) = 1£ 0 a 1+1S15 o . So = V. |
We now g i v e  two e x a m p le s  o f  p a r t i a l  i s o m e t r i e s  h a v i n g  
no  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e s .  B o t h  p a r t i a l  i s o m e t r i e s  a r e  
d e f i n e d  on c o u n t a b l y  i n f i n i t e  d i m e n s i o n a l  H i l b e r t  s p a c e .  To 
f a c i l i t a t e  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e s e  and  o f  f u r t h e r  e x a m p le s ,
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9we w i l l  f i x  a  m e th o d  f o r  d e t e r m i n i n g  a n  o r t h o n o r m a l  b a s i s  f o r
* 00
s e p a r a b l e  U " skew ed"  w i t h  r e s p e c t  t o  a  g i v e n  b a s i s
We p r o c e e d  a s  f o l l o w s .  G iv e n  t h e  o r t h o n o r m a l  b a s i s  . 
we d e f i n e  a  s e c o n d  s e t  o f  v e c t o r s  * L e t  ^1 =
( /2 )"1 ( e 1 + e 2 ) ;  f o r  n  > 2 , l e t  ?n  = ( /2 )“ n e i  -  ^ ( / 2 f ~ n ~2e 1 + 
( /^)- 1 en+1 . F i r s t  we v e r i f y  t h a t  || ? i  II = 1 ,  i  = 1 , 2, . . . .
C l e a r l y  || || = 1 .  F o r  n  > 2, || §n  || 2 = H {/2)~n e1 |j 2 +
.S || ( /2 )1 - n _ 2 e i  || 2 + II (^2 )""l e n + i  II2 t h e  p a r a l l e l o g r a m  l a w .
H§n l| = 2~n  + 2 1"n_2  + 2 ' 1 = 1 . So | U n H = 1 f o r
n  > 1 . '
Now we show .(.§ | §m) = 0 f o r  1 _< m < n  < °°. S u p p o s e  n  > 2 .  
Ey d e f i n i t i o n ,  §n  = (/2) n e 1 -  (/2)~n e 2 + r\n , w h e r e  n n  e
^ t e i J i = 3 ’ (h n l (v/2 )"1 [ e 1+ e 2 ] )  = ( % ! ? ! )  = °* A l s 0 * (v/2 )"n ( e 1 - e 2 ) 
i s  o r t h o g o n a l  t o  (t/2)~1 (e-^-f-eg) . So n  > 2 .  F o r
n > m > 2 , we h a v e ( 5 n l § m) =
( [ /2 r n e 1 -  1| ^ ] 1 ' n ' 2 e 1 + E ^ r 1 en + 1 .l [ /£  ] ' %  -
+ [ ^ r 1 em+1) =
[ / 2 r n ' m + -  [/2  = 0
So f o r  n  > m > 2, we h a v e  ( 5 n l § m) = 0 .  H ence  an
o r t h o n o r m a l  s e t .
I t  r e m a i n s  t o  show t h a t  7 {e i ] i = l  = 7 [5 i ] i = l -  ( e l , § n )  =
[•/2] " n , n  > 1 .  So ( e i | 5 n ) |  2 = ) 2 = 1 .  By
P a r s e v a l ' s  i d e n t i t y ,  we h a v e  e^ e 7 ^ ^ . S i m i l a r l y ,  f o r
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in > 1 , ( e j ? n .) = 0 f o r  n  < m -  1 ; ( ei J ? m - l )  = ^ f 1 ; and
( ei J 5m -l+ l^  = - t / 2 l ”k "1 f o r  k  > 1 .  Hence we h a v e  5 | ( eml ? n ) | P =
1QS ^ |  ( e  I?  ) l 2 + S | ( e  | §  ) | 2 = 2 ' 1 + S 2ra~2 _ n = l .  So 
n = l  m n n=m m n  n=m
em e C l e a r l y  <= “?( e i 3i:=1- Thus we h a v e
'■^iJ i = l  1 i J i = l
D e f i n i t i o n  11.1 I f  f s ^  o r t h o n o m a l  b a s i s  f o r
t h e n  a s  c o n s t r u c t e d  a b o v e ,  i s  a l s o .  We w i l l  r e f e r
t o  a s  t h e  skewed b a s i s  f o r  V w i t h  r e s p e c t  t o  t h e
b a s i s  {e. 3 .°°-,.i  i = l
W hi le  t h e  ab o v e  c o m p u t a t i o n s  f a c i l i t a t e  p r o o f ,  t h e y  
seem t o  o b s c u r e  t h e  i d e a  i n v o l v e d  i n  b u i l d i n g  a  b a s i s  
skewed w i t h  r e s p e c t  t o  a  g i v e n  b a s i s .  A more i n t u i t i v e  
e x p l a n a t i o n  i s  I n  o r d e r .  Choose  p ^  = [ /2] e^+e^]  . Then
t a k e  a  v e c t o r  o f  norm one  i n  »*’{e1 , e 2 )© ^ [ p ^ ) , c a l l i n g  
i t  p £ .  L e t  p 2 = [ /2]  - 1 [p-[ +■ * ASa i n t a k e  a  v e c t o r  o f
norm one i n  e 2 * 3 C ' H r,2 ^  c a H i n S f t  p £ .  L e t
p ^  = [v/2] " 1 [ri£ + e^]  . And so o n .  T h i s  p r o c e s s  w i l l  y i e l d
a  s i m i l a r  b a s i s  a Tso  "skewed"  w i t h  r e s p e c t  t o  •
I n  t h e  f i r s t  e x p l a n a t i o n ,  we f i x  p^  = [ /2]  1 [ e 1 ~e2 ] ;  b u t
a n y  m u l t i p l e  o f  t h i s  v e c t o r  b y  a  com plex  number  o f  m odulus  
one  would  s u f f i c e .
Example  1 . 2  The f i r s t  exam ple  i s  r e l a t i v e l y  s i m p l e  and  makes 
no  u s e  o f  a  skewed b a s i s .  C o n s i d e r  ^  w i t h  a  " d o u b l e - e n d e d "  
o r t h o n o r m a l  b a s i s  {e ^ ) . The p a r t i a l  i s o m e t r y  L^ i s  d e f i n e d  
a s  f o l l o w s :
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L ^ e . )  = e j + i  f o r  -oo < j  < o and  1 < j  < °°
L i ( e 0 ) = \f£ \ 1 [ e 1+ e 2 ]
L].( e X) = 0
So 7lL = ^ (e -L) .  = ^ L* = •Sll'fe] _1 [ e 1 - e 2 ] ) .  S i n c e  L£L1 = 1
on , we h a v e
Xj 'j
L*( e j + ]_) = e.. f o r  -oo < j  < -o and  1 < j  < oo
¥ e  c l a i m  t h a t  L-  ^ h a s  n o  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e .  We 
employ two s t e p s .  F i r s t  we w i l l  show t h a t  e^ i s  c y c l i c  f o r  
L-  ^ a n d  L*. S e c o n d ly  we w i l l  show t h a t  e ac h  n o n - z e r o  r e d u c i n g  
s p a c e  f o r  L-  ^ c o n t a i n s  e ^ .  Hence  w i l l  b e  p r o v e n  t o  h a v e  no 
n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e .
L e t  K-  ^ b e  a  r e d u c i n g  s p a c e  f o r  c o n t a i n i n g  e ^ .  L * ( e ^ )  
(e^ l  [72] ”**[ e ]_+e 2 ^ ) e 0 + ( e ]J 1^ 2 ] 1 [ e 1 - e 2 ] ) 0  = [72] "''e^ .
Ll K )  = [^2] _1 e . n+1  f o r  n  > 1 .  So c  ^ .
L i ( e 0 ) = [^2 ] 1 [e-L+ e 2 ] . L^( [ /2 ]  1 [ e 1+ e 2 ] )  =
([72] ■*"[ e ] + e 2 ] | e^ ) 0 + ([72] ^ [ e ^ + e 2 ] | e 2 ) e^  = [/2] e ^ .
L^( [72] e ^ + e 2 ] = [72] en +2  ^ ° r  n  — l a s t l y .
L^L1 ( [72] - 1 [ e 1+ e 2 ] = [72] ~1 ^23 s i n c e  L*Li  i s  ’fche P r o j e c t i o n  
o n t o  2L . So 7 { e .  } c  ^  Hence ft* = K-,, . and  t h e  f i r s t
Xi-^ X X — cL X X
s t e p  i s  c o m p l e t e d .
Now l e t  b e  a  n o n - z e r o  r e d u c i n g  s p a c e  f o r  L ^ . We 
m u s t  show e^  e P i c k  Q e Kj_, C /  0 .  L e t  Q = J ^ a ^ e ^ .
^  0 i m p l i e s  am /  0 f o r  some m; we w i l l  assume m > 1 .  The 
c a s e  w h e re  m < 1 i s  t r e a t e d  i n  a  s i m i l a r  . f a s h i o n .  I f  m = 1,
00
then  £ -  L^L^ — (1  -  L*L-^) Q — _Sa^e^ -  a^e^ —TCO/ , 1^-1
12
I f  m > 1,  l e t  p b e  t h e  l e a s t  i n t e g e r  o f  t h o s e  m > 1 s u c h  
t h a t  a ^  ^  0 .  Thus Q = „§,=ia i e i  jJLpa i e i "  ^1^  =
- S '  a i + p - 2e i  +  i £ 2a i + p - 2e i ‘ N o W  a 2+ p - 2  =  ap* S o
( l - ^ L ^ L j P - ^  = (L*P “ 2C| [ /2 ] _1 [ e 1 - e 2 ] ) [ / 2 ] " 1 [ e 1 - e 2 ] =
- [ / 2 ]  ap [ e 1 - e 2 ] . So [ /2] _ 1 [ e ^ e g ]  € X { .  B u t  ( 1 - L J I ^ )  [ / 2 ] " 1 [ e 1 - e 2 ] 
= [72.] - 1 e-L* We t h e n  h a v e  e^ e X£ and  X^ = X .
We h a v e  shown t h a t  L1 i s  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  w i t h  no 
n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e ,  dim 71^  = d im ??L* = 1 .  A l s o ,
we n o t e  t h a t  71-^ - — ®‘,{e^} i s  n o t  c y c l i c  f o r  L J . I n  f a c t ,  
a g i L J n e^ f o r  n  > 0 .  S i m i l a r l y ,  i s  n o t  c y c l i c  f o r  .
Example 1 . 3  Our s e c o n d  exam ple  makes u s e  o f  a  skewed b a s i s .
f *1 00L e t  V b e  a  H i l b e r t  s p a c e  w i t h  o r t h o n o r m a l  b a s i s
W ith  r e s p e c t  t o  t h e  o r t h o n o r m a l  s e t  [ e ^ j T T ^ l e t  be
t h e  skewed b a s i s .  We r e c a l l  t h a t  §1 = [72] " ^ [ e ^ + e g ] ,  ? n  =
[ /2 ] ~n e ± -  J ^ g t^ 2 ! 1_ n “ 2e i  + [ /2 ] - 1 en+1 f o r  n  > 2 , and  
* ? ( ? i ] i “ l  = We d e f i n e  Lg a s  f o l l o w s :
L2 ( e 0 ) = ? i
L2 ( e i )  = § t  f o r  i  > 2
So 71^  = ^C e 1 3 R^ = Hence  R ^  = ??L# = ^ C e Q}
To show t h a t  Lg h a s  no  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e ,  we p r o c e e d  
in  two s t e p s .  F i r s t ,  we show t h a t  eQ i s  c y c l i c  f o r  Lg.
Seco n d ,  we show t h a t  a  n o n - z e r o  r e d u c i n g  s p a c e  f o r  Lg c o n ­
t a i n s  e . o
L e t  X 2 b e  a  s u b s p a c e  i n v a r i a n t  u n d e r  Lg and  c o n t a i n i n g  
e . I f  ?j_ € f o r  1 — a ^  °0> t h e n  we h a v e  t h a t  X^ = X s i n c e
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. / { e 0 } © O b v i o u s l y  ?1 = L2 (®0 ) e ^2* A l s o > L2 ^ l )
= L^( [v/2] ^Ce i + e 23) = ^ 2 ( [v/2] ^ 2 ) ~ "^?2 * ^ ow suP P o s e
f o r  some j  > 2 we h a v e  '§ . <jt K p . L e t  q b e  t h e  l e a s t  i n t e g e rJ
o f  t h o s e  j  f o r  w h i c h  Ttlus c  ^2  ^  ^ 2 *
S i n c e  q > 3* we h a v e  q - 1  > 2 a n d
‘5q - l  = [ /2]  1 - q e l  " l l 2 [ /2]  1" q " l e i  + [ /2]  " l e q
L2 i ? q - l )  = L2 ^ / 2 ]  1 _ q e i )  -  ? l 2 [ /2 ]  1 _ q ‘ l l j 2 ( e i )  + ^ 2 3 " l L 2 ( e q) =
0 -  % 2 [/ 2 ]  X"q"1§ 1 + [ /2 ] _1§ q
Now L2 ( ^ q _ i )  £ ^ 2 * B u t  ^ i ^ i = l  C ^ 2  b y  c h o i c e  o f  q .  So g q e K2
and  we r e a c h  a  c o n t r a d i c t i o n .  Hence ° ^ ® i ^ i = l  C ^ 2  911(1 ^ 2  = 
S e c o n d l y ,  l e t  K A, b e  a  n o n - z e r o  r e d u c i n g  s u b s p a c e  f o r  Lg.
We m u s t  show e Q e ?0, .  L e t  £ 6 ^ 2 * C /  0 ,  £ = a 0 e o +
i - l a i ^ i ‘ ^  a o ^  0j (1  “ L^gO C = a0 e 0 /  °* O t h e r w i s e ,
we n o t e  t h a t  ( L2? i l ^ i _1 ) = ( e j J ^ i - i )  = ^ 3  _1  ^  0 f o r  i  > 2 .
A l s o ,  ( L g S j S f c )  = 0 = ( e 1 l ? k ) f o r  1 < k < i - 1 .  Hence  i f  £ =
.L|  a i § 1 w i t h  a s ^  0 , we h a v e  (L ^ a - 1 £ | [ / 2 ] ” 1 [ e 1+ e 2 ]} =
[/2 ]  _ s a g and  (L * s £ | e o ) = [ / 2 ] “ s a s . Thus  ( l - L g L * ) L * s £ =
_ g
[v/2] a s e o I c a s e  ^ we h a v e  shown t h a t  e Q e K So
K'2 = and  we s e e  t h a t  Lg h a s  no  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e .
A l s o ,  dim 7\T = 1 = dim 7lr „i  and  e i s  c y c l i c  f o r  Lc . As aJjg h* o d. _
r e s u l t  o f  lemma 1 . 4 l  t o  b e  p r o v e n  l a t e r ,  we know t h a t  ??T „
2
b e i n g  c y c l i c  f o r  Lg i m p l i e s  7?L i s  c y c l i c  f o r  L^.
Theorem  1 . 4  L e t  U b e  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  s u c h  t h a t  dim =
dim = 1 .  L e t  {e Q3 5 l e t  7?^*= (riQ) . Then f o r  e a c h
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p a i r  P ( x ) ,  Q(x) .  o f  p o l y n o m i a l s  o v e r  t h e  c o m plex  n u m b e r s ,  we 
h a v e  (P(U*)e0 |Q(U*)e0 ) = (P(U)n0 l Q(U)nc ) = (Q(U)ti0 |T ( U ) t i0 ) 
w h e r e  P ( x )  d e n o t e s  t h e  p o l y n o m i a l  o b t a i n e d  f ro m  P ( x )  b y  
c o n j u g a t i o n  o f  c o e f f i c i e n t s .
P r o o f :  We r e c a l l  t h a t  UU*, U*U, 1-UU*, 1-U*U a r e  t h e  p r o j e c ­
t i o n s  o n t o a n d . 7^,  r e s p e c t i v e l y .  ( e Q| e 0 ) = 1 = 
(n0 In0) • a s s e r t i o n  i s  t r u e  f o r  c o n s t a n t  p o l y n o m i a l s .
We s u p p o s e  t h a t  f o r  0 < i , j  < n - 1  i t  i s  t r u e  t h a t  (U*x e Q|U * ^ e Q)
= (U1p 0 t u J’n 0 ) . We w i l l  show t h a t  t h i s  e q u a l i t y  h o l d s  f o r
0 < i , j  < n .  I f  i  = j  = 0, t h e n  t h e  e q u a l i t y  i s  c l e a r .  I f
1 = 0  and  j  /  0 o r  i f  i  /  0 .and j  = 0 , t h e n  b o t h  s i d e s  o f
t h e  e q u a l i t y  a r e  z e r o ,  s i n c e  and  • Thus we
c an  s u p p o s e  t h a t  0 < i ,  j  < n .  (U*x e o |U * ^ e o ) = (UU*U*X 1 e 0 | u * J" ^ e 0 ) 
= (U*1_1 e 0 -  U*1_1 e o + UU*U*1 _1 eo l U*J _ 1e o ) = (U*1 - 1 e o | U*J""1e o )
-  ( [ l -U U *]U *1“ 1 e 0 l u * J’" 1 e o ) = (U*x - 1 e g |  U*t3" 1 e o ) -  
( (U*1 ' 1 e o lrio ) n 0 | u * ;)- 1 e 0 ) = (U*1 ' 1 e o | U*3 ‘ 1 eo ) -  
(U*1 ' 1 e o U 0 ) . ( 7l o l u * ;1‘ ;Leo ) .
By sym m etry  i n  t h e  ab o v e  c o m p u t a t i o n s ,  i t  i s  c l e a r  t h a t
( U ^ o l ^ o )  = -  l u l \ i e o ) ' l eo | u i ' \ ) '
However ,  b y  o u r  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  (Ux ^ria |u ^  l r l0 ) ~ 
(U*1' 1e0 |u * J_1e0 ) .  C l e a r l y  (U1 " 1^  eQ) • ( eQ| UJ ‘ 1ri0 ) =
(ti0 I U*1' 1 e0 ) .  (U*J~1 eo [n0 ) = (P« 1~1e0 ln0 ) .  (h0 l U*', " 1 e0 ) .
So (U*1 e0 i u * t3e o ) = (irSi  | U0'r,o ) f o r  0 < i ,  j  < oo b y  i n d u c t i o n .
n  a m j .
Now l e t  P ( x )  = - ^ Q a ^x i l e t  Q(x ) = 1-Eob j X ( p ( u * ) eo ' Q^U* ^ eo^
15
s  a l b 1 (U'in0 l u l Tl ) =  s ( 6  u J r,0 |a u 1n 0 ) =  (Q(u)r,0 | p ( u ) n 0 ) =
(P (U ) ti0 IQ(U)ti0 ) .  |
Lemma ..1.4 l  L e t  U b e  a  p a r t i a l  ..Ls.om.etry on X s u c h  t h a t  U h a s  
n o  . n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e  and  dim = dim 7?^ *. = 1 .  L e t  
^  = ^ f e o ) ;  l e t  ??u# = ^ f h 0 3 • Then 3FfUxn o 31“ 0 = V i s  e q u i ­
v a l e n t  t o  ^ { U * ^ e 0 ) ^ Q  = X ,
P r o o f : .  By -the sym m etry  i n  t h e  f o l l o w i n g  a r g u m e n t ,  i t  w i l l  
be  c l e a r  t h a t  i t  i s  e nough  t o  show t h a t  ^{U1p 0 3-J!q = X 
I m p l i e s  t h a t  7{.U*i e o ) i “ 0 = X ,..Me ..assume t h a t  7 [ U i ri0 ] = X .  
Thus t h e r e  e x i s t s  a  s e q u e n c e  o f  p o l y n o m i a l s  o v e r  t h e  com plex  
n u m b ers ,  Cp i ( x )3j_=]_ j s u c h  t h a t  |i P1 (U)ri0 -  e Q H 2 < 2 - i . By 
t h e o r e m  1 . 4  we .know t h a t  || P^(U)r i0 \\^~ || P ^ ( U * ) e o | | ^ .  So
1 P i ( u )r' o - e o  -,l 2 =  l| p i ( U )T1o H 2 +  II e 0 II2 - ( P i ( u )Tl0 l e 0 ) -
( e 0 | P 1 (U)r ,0 ) = II P1 (U * )e 0 | | 2 + I U 0 I | 2 -  (r, 0 1 P t  (U*) e Q) -  
( L ( u * ) e o l % )  = ii V i ( U « ) e o -  -n0 11 2  < 2 ' 1 . Hence n e
tU* 1e ) .  Let.AT = a?(U*1e 0 3 . C l e a r l y  X  i s  i n v a r i a n t  
u n d e r  U * . S i n c e  we c an  w r i t e  K -  °^{e0 3 © U*^.  But
il e K i m p l i e s  U* i s  .a p a r t i a l  i s o m e t r y  when U* i s  r e s t r i c t e d  
t o  K.  So t h e  .domain o f  Uj-^  i s  ?Cej^[n0 3 = X H . So we h a v e  
X  = ^ ( e 0 3 © U*(?C 0 -4y*) - I f  ? e X ,  . then § = a e o + w he re
a  e Q* and g ± e X  n £y* . So U5 = U ( a e Q) + UU*?X = 0 +
UU*5-l'= §-j_* So X i s  i n v a r i a n t  u n d e r  U a s  w e l l  a s  u n d e r  U * . 
T h e r e f o r e  X = X .  As n o t e d  i n  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  p ro o f , -  we 
c a n  i n t e r c h a n g e  t h e  r o l e s  o f  U and U* a l o n g  w i t h  t h o s e  o f  
e Q and n D i n  t h e  abo ve  a r g u m e n t .  Thus t h e  lemma i s  p r o v e n . j
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We now I n t r o d u c e  a  d e f i n i t i o n  o f  a  c h a i n  o f  v e c t o r s  
w i t h  r e s p e c t  t o  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  U. Von N eum ann 's  t h e o r e m  
on i s o m e t r i e s  w i t h o u t  . n o n - t r i v i a l  d e d u c i n g  s p a c e s  means 
t h a t  e a c h  s u c h  i s o m e t r y  g e n e r a t e s  a  c h a i n  w hose  sp a n  i s  
d e n s e  i n  t h e  H i l b e r t  s p a c e .
D e f i n i t i o n  1 . 5  A c h a i n  w i t h  r e s p e c t  t p  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  
U i s  a  s e q u e n c e  o f  v e c t o r s  o f  t h e  fo rm  fUXSQ}
j •
r e q u i r e m e n t  t h a t  (U 5 | UJ § ) = 6 . 0 < i ,  j  < <».w vJ X
Theorem 1 .6  L e t  U b e  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  on U su c h  t h a t  U 
h a s  n o  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e .  Then t h e  f o l l o w i n g  
s t a t e m e n t s  a r e  e q u i v a l e n t :
( a )  V’[U*17fu ) 1" 0  /  V;
(b )  T h e r e  e x i s t s  € e V s u c h  t h a t  || u '"§0 || = 1 f o r  0  < i  <
(c )  T h e r e  i s  a  c h a i n  w i t h  r e s p e c t  t o  U, a  U - c h a i n .
P r o o f :
( a )  i m p l i e s  (b )  . S i n c e  V © we  can  p i c k  
§ Q i n  t h i s  s u b s p a c e  s u c h  t h a t  || II = 1 .  Now
i s  i n v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  U and i s  o r t h o g o n a l  t o  71 .^ So 
U r e s t r i c t e d  t o  t h i s  s u b s p a c e  i s  an  i s o m e t r y .  Hence (b )  f o l l o w s .
(b)  i m p l i e s  ( c ) .  L e t  X  = Q3^ = o * ^  i n v a r i a n t  w i t h  
r e s p e c t  t o  U. A l s o ,  U i s  an  i s o m e t r y  when r e s t r i c t e d  t o  X.
L e t  J? = X e u X .  We s u p p o s e  j? = ( 0 ] .  Then X  = UJtT o r  U *  X  =
U * U X  = X  s i n c e  ^ X ^ . a n d  U * U  = 1 on X  i s  t h u s  a  r e d u c i n g
s p a c e ,  c o n t r a d i c t i n g  t h e  h y p o t h e s i s  a b o u t  U. So /  ( 0 ) .  L e t
e # s u c h  t h a t  || ? 1 || = 1 .  F o r  i  > j ,  (Ui § 1 ) u J ? 1 ) =
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(U*J’u i ? 1 l ? 1 ) = (Ui " J' ? 1 U 1 ) = o s i n c e  ^  e KO TSX . And 
7?yX K i m p l i e s  t h a t  U^?1 ) = 1 f o r  0 < i  < oo. Thus
(UX5 1 |U J’? 1 ) = 6 f o r  0 < i ,  j  < 00.
( c )  i m p l i e s  ( a ) .  L e t  b e  s u c h  t h a t  (,UX?^ |  U^5-^) = 6 ,-j f o r
• j
0 < i ,  j  < oo. So U 151J - .^ U f o r  0 < i  < C O .  SO
T h i s  c l o s e d  s p a n  i s  i n v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  U. So we h a v e  
i s  . . i n v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  U* a n d  c o n t a i n s  
VIU . Thus c  ^ © ^ { u 1? 1 ] i “ 0 /  V .  |
Lemma 1 . 6 1  S u p po se  U i s  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  on  U, K i s  a  
s u b s p a c e  o f  U, and  U X c  K.  Then K i s  a  r e d u c i n g  s u b s p a c e  
f o r  U i f  and  o n l y  i f  7(©U?C c  T f y *  and  7 ? y  =  ( 7 ? y , n  ) © ( 7 ? y ©  K - )  =
^ u n?c)©(77u n?cx ) .
J .
P r o o f :  We su p p o s e  K r e d u c e s  U. Then JC.and K a r e  i n v a r i a n t
w i t h  r e s p e c t  t o  1 -  U*U, t h e  p r o j e c t i o n  o n to  7?y. Thus 7?y =
(l-U*U)ftf -  ( i - u * u ) ( W L) = [(1-U*IJ')?0©{(1-U*U) >CL] =
X  ±(77^H 7C)©(77^p7C ) . S i m i l a r l y ,  s i n c e  U7Cc  ^ a n d  ° ' X  , we
h a v e  t h a t  K@ UTC c  (JfS V K  )® (X "a  lA"1 ) = V«(UjC®UK ) =
V e  ! *  = ? !„ . .
Now we s u p p o s e  t h a t  K i s  an  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f o r  U 
s u c h  t h a t  K e u K  c  and  77y = (7?y 0 Y)©(7?ye K)  . We m u s t  
show U*^ c  jf,  = ^ ® [ ( ^ u n ^)©(7?U©?C) ] = K© (TJyD K)  s i n c e
* 0 ( 7 ^ ©  K) = (0)  . Thus = ^ © (77y  nK)  o r  K = (X"n ^ y )  ©
(7Cfl 7?y) . Now = U ( ^ n J 7  ) .  <= 7?y# i m p l i e s  t h a t
K = U t f © ( K e u K  ) = UX©(*m  77u # ) = U(7Cn ^ y )  © (K n 7Iy# ) . Thus 
‘u*^ = u*[u(?cn ^y) © (*n  7?y )^ ] =u*u(7cn^y)  + u*(^n7?u#) =
IS
U*U(Kn -  K n C K.  So U*K <= K  and  K r e d u c e s  U . |
Theorem 1 . 7  L e t  U h e  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  on V s u c h  t h a t  
U .has . . n o . . . n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e  .a n d  dim 7? = dim =
1 .  L e t  7?^ . = ,^{eo 3 and  = ^ ( p Q) . Then t h e r e  e x i s t s  a
u n i q u e  , a n t i - u n i . t . a r y  o p e r a t o r  S ..on H  s a t i s f y i n g  t h e  c o n d i t i o n s
- 1  2 SUS = u* . .and  SpQ = e . A l s o  we h a v e  S...t)0 = r)0 * [ We w i l l
o
se e  l a t e r  t h a t  u n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s  S' q 0 = ri0 i m p l i e s  . t h a t
P r o o f :  .S ince  S ” "*" = S'*, we s e e  t h a t  SUS* = U* i s  e q u i v a l e n t  
t o  S**U*S* = U. T h i s  i s  i n  t u r n  e q u i v a l e n t  t o  S*US = U* o r  
S- ^US = U * . Le.t . ^( U1ri0 } = =£. We c o n s i d e r  two c a s e s :
;£ = % and  £
F i r s t  we s u p p o s e  t h a t  £  = K.  By lemma 1 . 4 l  ^ ( U* ' Leo J = 
U.  We d e f i n e  Sq0 = e Q. Thus = S~1 e o . Now i f  SUS 1 = U*, 
t h e n  SUn S - 1  = U*n  f o r  n  > 0 , I f  S i s  c o n j u g a t e  homogenous 
.and l i n e a r  and  i f  P ( x )  i s  a  p o l y n o m i a l  o v e r  t h e n  we h a v e  
SP (U )S- "*' = P(U*) . Thus i f  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e f i n e  S m e e t i n g  
th e  r e q u i r e m e n t s  o f  t h e  t h e o r e m ,  we s e e  t h a t  SP(U)S "^eo = 
P ( U * ) e Q o r  S [ P ( U ) q 0 ] = P ( U * ) e Q on ^{U 1p o 31” 0 . By t h e o r e m  1 . 4 ,  
f o r  € we Jiave H II = II H > so S i s  w e l l - d e f i n e d .
3 y  t h e  same t h e o r e m  ( S?^i  S52 ) = (5-J  § 2 ) . S i s  c o n j u g a t e  
nomogenous ..and l i n e a r . We e x t e n d  t h e  dom ain  o f  d e f i n i t i o n  o f
On t h i s  c l o s e d  sp a n  we c l e a r l y  h a v e  
SUS- 1  = U * . SUS- 1  i s  a . b o u n d e d  l i n e a r  o p e r a t o r  w h ic h  e q u a l s  
rJ* ' oh . .a  dense ,  . l i n e a r  .m a n i f o l d  o f  V  and  h e n c e  e q u a l s  U* on  t h e
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e n t i r e  spac.e . The . rang e  o f  S i n c l u d e s  ®<’{U*l e 0 } ^ o  anc  ^ h e n c e  i s  
J/, T h e r e f o r e *  S i s .  a n t i - u n i t a r y ;  t h e  t h e o r e m  i s  p r o v e n  i n  t h e  
f i r s t  c a s e .
Now we su p p o s e  st  K . By lemma 1 . 4 l  ^£U *i e 0 ) j_=o ^  ^ '
L e t  M = 7 f U * 1 e ] .°°n . I f  e e d ,  t h e n  lemma 1 . 6 l  i m p l i e s  t h a to 1=0 o
■d r e d u c e s  U. So eQ ^  d .  L e t '  P ..and Q b e  t h e  p r o j e c t i o n s  o n t o
it  a n d  7J[ r e s p e c t i v e l y .  L e t  d '  = d  © V ( e Q} . L e t  § o =
[ || e Q- P e o || ] _1 [ e 0 - P e 0 ] , d ' &  d  = ^ f §Q} . d  = ^{ r i0 } © U d  *
s i n c e  £ TT J_7ZTT,, . Ud '  = U d .  d '  = d ® . J { %  } = } ©u u* 0 0
y  d '  © d{%Q] . S i n c e  7 ^  c  d ' , we can  w r i t e  d '  =. o^{n0 .} © 
y { d '  PI © d{%o ) . W i th  t h e s e  f a c t s  we w i l l  now show t h a t  
U = d ®  ^ [ U * 15 o ) i “ 0 . U?D e U=£' = Ud<=- d .  I f  ? e d ' and
/ U . § 0 * t h e n  we h a v e  5 = ar)0 + U w h e r e  a  e & and  e
d '  n £  . Hence  U*§ = aU*ri0 + U*U?2 = § 2 e d '  . So U* d  c  £ '  .
§ QJL =£ i m p l i e s  ? QX u n£  f o r  n  > 1 . Und  = Und '  . So U*n § 0X ^ ; '  f o r  
n  > 1 .  S i n c e  7 ? ^  <= d ,  we s e e  t h a t  (U*§0 I ? 0 ) = 0 and t h e  norm
o f  U*SQ i s  e q u a l  t o  o n e .  More g e n e r a l l y *  (U*i ? o l U*^?o ) = 6 ^
*1 00 ^  *?
f o r  0 < i * j  < 00. L e t  C e d ®  d { V * \ QJ i = 0 * C =
00 A
where .  5^ e d .  UC = US-  ^ + a oU? 0 + jl±0 a i + 1lJ* §Q. B u t  we n o t e d
e a r l i e r  %^  £ d  i m p l i e s  U? 1 e d  and  U?0 e Us£’ c  d .  Thus U£ £
1 00 00 *1 
d  ® 7{U* ?o ] i= 0  • U*e = U*51 + E a 1 -;LU* 50 . We n o t e d  above
t h a t  § e d  i m p l i e s  t h a t  U*5-^ e d  © ^ { ? q )  . Thus U*C € d ®
and  so t h i s  s p a c e  r e d u c e s  U. Hence d  © ^£U*^"§0 ]
=  U.
S i m i l a r i t y *  i f  we s e t  £ 0 = | | n 0 -  Qn0 ll _1 [r\Q -  Qti0 ]j
t h e n  we h a v e  (U1^  |u ^ £  ) -  5 1 ,• f o r  0 < i* j  <00 and  l i k e w i s eO O l j
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27J.©. 3^*0 = By t h e  p r o o f  o f  lemma 1.41, ,  f o r  a  p o l y ­
n o m ia l  R (x )  we h a v e  | |R ( U ) n 0 -  eQ || 2 = | |R ( U * ) e 0 -  h 0 l l 2 - 
So i f  i s  a  s e q u e n c e  o f  p o l y n o m i a l s  s u c h  t h a t
R ( U ) ^  c o n v e r g e s  (norm) t o  P e Q a s  i  g o e s  t o  i n f i n i t y ,  t h e n  
Bj_(U*)e c o n v e r g e s  t o  .QnQ ■ H e re  we u s e  t h e  e l e m e n t a r y  f a c t  
t h a t  t h e  p r o j e c t i o n  o f  a  v e c t o r  r\-^  o n t o  a  s u b s p a c e  $ i s  
t h a t  v e c t o r  r\g o f  $ s u c h  t h a t  i n f ^ e^ | |  n —n^ !! a t t a i n e d .
Thus S ( P e  ) = Qn , w he re  we d e f i n e  S a s  i n  t h e  f i r s t  c a s e .  v o o
I n  t h i s  c a s e ,  S i s  a  c o n j u g a t e  homogenous . l i n e a r  I s o m e t r y  
m ap p in g  £  o n t o  2?7j S m u s t  b e  e x t e n d e d  t o  m e e t  t h e  r e q u i r e m e n t s  
o f  t h e  t h e o r e m .  F o r  5 s 271 we h a v e  SUS- '*'? = U*?, j u s t  a s  i n  
c a s e  o n e .
Now we e n l a r g e  t h e  d o m a in  o f  d e f i n i t i o n  o f  S .  As we
s h a l l ,  s e e ,  t h i s  e x t e n s i o n  d e p e n d s  o n l y  on o u r  d e f i n i t i o n
o f  S ( ? Q) o r  o f  S ( e Q -  P e Q) . F i r s t  we show t h a t  S ( e Q -  P e o )
c a n  b e . d e f i n e d  i n  a t  m o s t  o n e  way t o  . s a t i s f y  t h e  t h e o r e m .
From t h e  e q u a t i o n  SUS- '*' = U* we s e e  t h a t  S- 17?.g* = 7?^ . o r
TZg* = ST?^. S i n c e  S i s  n o r m - p r e s e r v i n g  o r  i s o m e t r i c ,  we s e e
t h a t  S e Q = ari0 , w h e re  | a |  = 1 ,  a  e C>. C o n s i d e r i n g  t h a t  SPeQ =
Qri , we o b t a i n  t h a t  0 = ( e  - P e  | Pe  ) = (Se  -S P e  I S P e , J  = lo v o o  o y x o o o'
( a p o -Qpo | Qn0 ) = a ( p o lQpo ) -  (Qti0 IQti0 ) = [ a  -  1]  ( 0 n oJ 0 n o ) .
So a  = 1 i f  (Qpo l Qpo ) /  0 ;  b u t  i f  r^-LTT!, t h e n  27? r e d u c e s  U 
b y  a n o t h e r  a p p l i c a t i o n  o f  lemma 1 . 6 1 .  So a  = 1 a n d  Seo = p . .  
T h e r e f o r e  i f  S s a t i s f i e s  th e .  c o n d i t i o n  o f  t h e  t h e o r e m ,  we 
h a v e  S ( e 0 -  P e 0 ) = n Q -  Qn0 o r  S? 0 = C0 -
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A g a i n  SUS"1 = U* i m p l i e s  t h a t  SUn S_1 = U*n , n  > 1;
3Un S _1C0 = U*n C0 o r  SUn? 0 = U*nCQ. By t h i s  o b s e r v a t i o n  we
, m ■? m _ i . i _ I .
m u s t  d e f i n e  S( S b .U  S ) = S b .U* £ n . S i n c e  ( U ^ S j U ^ J  = i = l  1 0 i = l  1 °  u o
( U ^ c J u^ C q ) = f o r  0 < i ,  j  < «>, we s e e  t h a t  =
( S § 3 | S ^ )  f o r  SySj j .  6 i = 0 * By l i n e a r i t y  ..and c o n t i n u i t y
we e x t e n d  t h e  domain  o f  d e f i n i t i o n  o f  S f r o m  ^  
t o  =£ ® 7 [ U X5 3 ^ .  I t  i s  c l e a r  t h a t  SUS_1C = U*£ f o r  Q e 
^ f U* XC0 3 and h e n c e  f o r  Q i n  t h e  c l o s u r e  o f  t h i s  s p a n .  So 
SUS**1 = U* on % ® ^ ( U ^ C q J . ^ 0  = V. I n  summary, S=£= fy;
S(7{U1? o ) i ~ 0 ) = ^ {U *1Co ) :L“ 0 ; S i s  a n t i - u n i t a r y ;  SpQ = e Q;
2 - 1  S r |0 = S e Q = n Q; and  SUS = U*. So . t h e  t h e o r e m  i s  p r o v e n
2i n  e i t h e r  c a s e .  We n o t e  t h a t  S n 0 = e Q i s  a  c o n s e q u e n c e  o f
t h e  c o n d i t i o n s  SUS**1 = U* a n d  Sn = e . i'o o |
Lemma 1 . 7 1  S up p ose  A i s  a  l i n e a r  o p e r a t o r  w i t h  .no . . n a n - t r i v i a l
r e d u c i n g  s p a c e .  L e t  S b e  u n i t a r y  or., a n t i - . u n i t a r y  s u c h  t h a t
SAS* = A * . Then S2 = c * l  f o r  some c e 3-.
P r o o f :  SAS* = A * .  T a k in g  a d  j o i n t s ,  we h a v e  SA*S* = A o r
3*AS = A* = ..SAS*. So S2A -  AS2 and  S2A* = A*S2 . S i n c e  A
h a s  no  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e ,  t h e  D o u b le  Commutant
2Theorem i m p l i e s  t h a t  S i s  a  s c a l a r  m u l t i p l e  o f  t h e  i d e n t i t y ;  
see p .448, [ 3 ] . |
2Lemma 1 . 7 2  I f  S i s  a n t i - u n i t a r y  s u c h  t h a t  S = 0*1 w h e re  
c e <3-, t h e n  c = 1 o r  c = - 1 .
P r o o f :  S2 = c * l  i m p l i e s  t h a t  S 2S* = cS* o r  S = c S * . T a k i n g
a d j o i n t s ,  we h a v e  S* = c S . So S = cS* = *cS*. Thus c -  "c = 0 .
S i n c e  | c |  = 1 and  c i s  a  r e a l  num ber ,  we h a v e  c = 1 o r  c = - l . i
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C o r o l l a r y  1 . 7 3 - I f  S. i.S-..an a n t i - u n i t a r y  o p e r a t o r  s a t i s f y i n g
2t h e  c o n d i t i o n s  o f  t h e o r e m  1 .7*  t h e n  S . =  1 .
2P r o o f :  Lemma 1 . 7 1  i m p l i e s  t h a t  S i s  a  m u l t i p l e  o f  t h e
2 2 2 i d e n t i t y .  Lemma 1 . 7 2  i m p l i e s  t h a t  S = l o r S  = - 1 .  S p =
2rj0 i m p l i e s  t h a t  S = l . j
Theorem 1 . 8 0  L e t  U b e  a. p a r t i a l  . i s o m e t r y  on U s u c h  . . th a t  U 
d as  n o  . n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e  and  dim ^  = 1 < dim 00 •
L e t  £ 0 6 ^  su c h  t h a t  |] || = '1  f o r  0 < i  < °°. Then  t h e r e
e x i s t s .  .§ e U s u c h  , t h a t  || II = 1 f o r  0 < i  <
P r o o f :  L e t  ^  = ^ { e Q) .  I f  dim = 1, t h e n  t h e  t h e o r e m  i s  
t r u e  b y  .lemma .1 .4 1  and  t h e o r e m  1 . 6  . We p r o c e e d  by  i n d u c t i o n ,  
a s s u m in g  t h e  t h e o r e m  t r u e  f o r  dim fty* = n - 1  and  p r o v i n g  i t  
to  h o l d  i n  c a s e  dim = n .  L e t  72TTJ, h a v e  t h e  o r t h o n o r m a l
b a s i s  w h e re  r | i X e o f o r  2 < i  < n .  L e t  X = 7 ( } ^ - g •
n  JLKJ. J [ r ] . ) .  0 s i n c e  /?TTX??TT„.  I f  e e X o r  i f  e e X  , t h e nX 1 =td U U* O O
X i s .  a  r e d u c i n g  s p a c e  b y  Lemma 1 . 6 l  . S i n c e  || U*1C0 11= 1 f o r
0 < i  < 00, we h a v e  U* \ o± 7 l ^  o r  ( U ^ C q I t I ! )  = 0 = ( C j u V j
f o r  0 < i < o o .  So e X ^  . L e t  P b e  t h e  p r o j e c t i o n  o n t o  X,
a n d  l e t  ..0 = || e - P e  || - 1 [ e  - P e  ] . L e t  =£ = J6 + ^ { e  ] .  a£ =o 1 o o L o o ■ o
X © ^ { 0 O3 •. k  = ^ ( h 1 3 © UV -. U X =  U £  . S i n c e  ^  <= £ ,  we h a v e
u=d= u (  . Thus *£ = 3 © u(  © ^ [ 0O3 . u £ - L e o
i m p l i e s  t h a t  =£J-U*0o . \J*X = U * ( ^ © ^ { 0 Q3) = U* © U(*£H )
= ■£. Cl o r  U*^ = =£ fl So u*^ - !  o r  JCJ.U=£“*\ On X'^  we 
d e f i n e  U a  p a r t i a l  i s o m e t r y  a s  f o l l o w s :  U0o = 0, US = U? f o r  
5 e (Ki0 ^ { 0 O3) = S i n c e  7?^ c  we s e e  t h a t  = °^[0O3 and
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¥ e  c l a i m  t h a t  U* = U* on ?(*Kand t h a t  U .has  no n o n ­
t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e  a s  an  o p e r a t o r  o n X '* ’. X"  ^ = ^ i&0 ) ®
We r e c a l l  J J J L ^  o r  U*^“L c  =£“**. B u t  U*9o-L *L. So U*?fi=
U * (^ { 0 O) © *£*) c  ■£"*’. Now l e t  e wri-fce ? g = a 0 o
.+ ? £ ,  w h e re  e sd*1. (tJ-**>5 1 l § 2 ) -  ( ? 1 ) u ? 2 ) = ( ? 1 | u [ a 0 o+ 5 ^ ] ) p=
(g-Llug^) = ( 1 - J u ^ )  = (U*e3;.|.g^) = .+ (U*51 |5^ ) -
• ~  _L ~
(11*5^1 ? 2 ) . So U* -  u* on X . Now we s u p p o s e  U h a s  a  n o n ­
t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e  c o n t a i n e d  i n  hut., n o t  e q u a l  t o  x \
I f  U*U n =7!\, we h a v e  9 1 M .  On X“ e ^ { . 0  '}, U = U and  U* = U * . 
Thus % r e d u c e s  U, a  c o n t r a d i c t i o n .  I f  U*U^ i s  p r o p e r l y  c o n ­
t a i n e d  i n  7)\, t h e n  we h a v e  ??!©U*U#i= a?{0 } ,  s i n c e  U*U i s  t h e  
p r o j e c t i o n  o n t o  I n  t h i s  c a s e  we c l a i m  K  © S! i s  a  n o n ­
t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e  f o r  U. C l e a r l y  X ® 7 7 [ ^ U . X ®  7)1 =
K  © ^ { 0 O3 © ( ^ © ^ C 0 O3 . u X ;  W  c  %  © ^( .0O3 = M  a l s o  
U (J5 © ^ (0 O3) = U ( ^ © ^ [ . 0 o 3) c  7n, U*ffl = U*W C 7)1. F i n a l l y  U0.o e 
U=dc ?( . So sd © 7t[ r e d u c e s  U, a  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e  U h a s  
no n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e ,  = ^ { 0Q3; = <Slr\j_3-j_^ 2
s i n c e  U* = U* o n - J f ^ a n d  ^ ^ 1 ^ 1 = 2  C So ~ 1
dim 7t^# = n - 1 . A l s o ,  £ q e K X  and || U*CD II = II U*£q || = 1 f o r
0 < i  < oo. By  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  we h a v e  t h a t  t h e r e
I ^  .
s x i s t s  ? Q e X s u c h  t h a t  . || U1? || = 1 f o r  0 < i  < °°. Thus
U1? J -e Q f o r  0  < i  < o o .  s o  || U1? o ||=  1 f o r  0 < i  < « .  j
jSxample 1 . 8 l  To i l l u s t r a t e  an  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  above  
th e o r e m ,  we c o n s t r u c t  a  p a r t i a l  i s o m e t r y . L ^  h a v i n g  n o  n o n ­
t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e  s u c h  t h a t  dim 7\r -  1 , dim 7lT „ = 2 ,
3 3
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and t h e r e  i s  a  L t - c h a i n .  .We d e f i n e  L~ a s  f o l l o w s  on ^ { e . } . ”D D J- I —- 00
=  % :
L ^ e 1 = e . +1  f o r  -°° < i  < 1
L^e 2 ~ [ 2^-] ^ [ e ^ + e ^ ]
L3 e 2n+1 = e2n+3 f o r  0 < n  < ”
L3e4 = e6 ; L306 = [ e8+e10-l; L3e8 = 0
L3e2n = e2n+2 f ° r  5 < n < » .
So nL = • ' { e g ) ;  Hh,  = • '{ [ /21 _1 [ e 3 - e 4 ] ,  [ /2]  ' 1 [ e g - e 1T)] ) .  To
show t h a t  h a s  no n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e ,  we p r o v e  
t h a t  eg i s  c y c l i c  f o r  and  L^ .  Then we p r o v e  a n y  n o n - z e r o  
r e d u c i n g  s p a c e  f o r  L^ m u s t  c o n t a i n  e g .  The p r o o f  i s  so s i m i -  
Lar t o  t h a t  i n  e a r l i e r  e x am p le s  t h a t  i t  i s  n o t  r e p e a t e d  h e r e .
. We o b s e r v e  t h a t  {U*^(|y<?] e ^ + e ^ ] )} a  L ^ - c h a i n .
and a r e  b o t h  L ^ - c h a i n s j  t h e  e x i s t e n c e  o f  a t  l e a s t
one L ^ - c h a i n  i s  p r o v e n  b y  t h e o r e m s  1 . 8 0  and  1 . 6  .
.We do n o t  know i f  t h e r e  i s  .a p a r t i a l  i s o m e t r y  U s a t i s ­
f y i n g  t h e  c o n d i t i o n s  o f  t h e o r e m  1 . 8 0  w i t h  t h e  ad d ed  r e q u i r e ­
ment  t h a t  dim ??TT„ > 3 .u —
Now we make an  e s t i m a t e  w h ic h  r e l a t e s  t h e . n u m b e r  o f  
p a i r w i s e  o r t h o g o n a l  U * - c h a i n s  t o  dim 71 ,^ w h e re  U i s  a  p a r t i a L  
i s o m e t r y .  h a v i n g  no  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e .
Lemma 1 .85  L e t  K b e  a  s u b s p a c e  o f  t h e  H i l b e r t  s p a c e  V, a n d  
Let sd b e  a  n - d i m e n s i o n a l  s u b s p a c e  o f  %C. Then we h a v e  t h a t  
dim {(K+=d)e>0 < n .
P r o o f :  L e t  ? e Q e K.  Then 5+C-L^ i s  e q u i v a l e n t  t o  -P§ =
PC w h e re  P i s  t h e  p r o , l e c t i o n  o p e r a t o r  o n t o  K.  C e K i s
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e q u i v a l e n t  t o  PC = C- So S+C-L^ i s  e q u i v a l e n t  t o  £ = -PS .
L e t  "be a  l i n e a r  b a s i s  f o r  ;£. Then C§ i_— i i - = l  a
s p a n n i n g  s e t  f o r  { K + £ ) & K . Thus  d im ( (K+*&) © K ) < n . |
T heorem  1 . 9 0  L e t  U b e  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  on  H s u c h  t h a t  U
h a s  n o  . n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e  a n d  1 < dim 7?  ^ < °°. Then  
t h e r e  i s  a  s e t  D o f  v e c t o r s  i n  V s u c h  t h a t :
L) c a r d i n a l i t y  o f  D < dim 71 .^ I f  D i s  em pty ,  we w r i t e  c a r d  D- 0
2) (U*k ? 1 l u * mS.j) = 6 _  6 ^  f o r  0 < k ,m  < “  a n d  e D w h e r e
%i  /  § . f o r  i  /  j .
3) I f  ? 0 e U s u c h  t h a t  | |U*p ? o || = 1 f o r  0 < p < <», 
c a r d  D ,
* o s a  ® l l l
P r o o f :  L e t  K = . I f  §Q i s  s u c h  t h a t  U*P ? 0 X??U*
f o r  0 < p < °°, t h e n  So-L?C. K  = 7?^* © U . K i s  i n v a r i a n t
u n d e r  U. L e t  £  = K + 71 .^ U=£= UX K . So K = 7^*  © U=£ ....
L e t  .$ = C (^u*  © U=£) + 7lv ) e  [7^* © U=£} = By lemma
I . 8 5 , we h a v e  dim J? < dim Tf^. $-LK  i m p l i e s  . ,JLL 7?^* o r  ^
Ust a K  i m p l i e s  U=£-i-j? o r  sd-iu*# . I n  f a c t ,  U*^j?-is£ f o r  t  ;> 0
s i n c e  £  i s  i n v a r i a n t  u n d e r  U * . I f  $ £  { 0 ] ,  t h e n  l e t  D = 
s a n  o r t h o n o r m a l  b a s i s  .for.-J?. We s e e  t h a t  c o n d i t i o n  1)
I s  s a t i s f i e d .  We s u p p o s e  t h a t  ( U*k § . 1 U*m§ .) ^  0 .  We can
X . J
a ssu m e  k  > m. (U*^-m5 . |.§ .) ^  0 .  B u t  k-m > 0 i m p l i e s  t h a t  
U*k_m|  . X . £ .  So k-m = 0 . (S .J.S .) 7^  0 i m p l i e s  t h a t  i  = j  .
J_ 1- J
s *
So 2) i s  s a t i s f i e d .  K © j ~ 0 ) i s  i n v a r i a n t  u n d e r
U a n d  U*, a s  i n  e a r l i e r  a r g u m e n t s .  I n  t h e  c a s e  71^  c  X o r  
= {0}, we h a v e  K = V by  lemma 1 . 6 l  . I n  t h i s  s i t u a t i o n
t h e n
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w h e re  D i s  t h e  empty  s e t ,  we i n t e r p r e t  .£ ©7{U*J § . ] .” n = [0 }.1=1 X J u
So i n  a n y  c a s e  ' fc © 7 ( U * = K . Hence  3) h o l d s . )i = l  x j - u  I
By th e o r e m  1 . 8 0  we ...know t h a t  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  U s a t i s ­
f y i n g  dim 7?  ^ = 1 = dim 71- *^, . h a v i n g  a  U * - c h a i n ,  and  w i t h o u t  
n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e s  m u s t  h a v e  a  U - c h a i n .  A. n a t u r a l  
q u e s t i o n  i s  w h e t h e r  t h e  U - c h a i n  o r  a  U - c h a i n  m u s t  b e  o r t h o g o -  
n a t  t o  a  U * - c h a i n .  The f o l l o w i n g  exam ple  i s  b e s t  com pared  
w i t h  e x am p le  1 . 2 , L-  ^ .
Example  1 . 9 1  The f o l l o w i n g  exam ple  w i l l  b e  c o n s t r u c t e d  i n
s e v e r a l  s t e p s .  We f i r s t  c o n s t r u c t  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  i n . t h e  
f o l l o w i n g  way. L e t  U be  a H i l b e r t  . space  w i t h  o r t h o n o r m a l  
b a s i s  ^ i ^ i - 1  s ^ ewe(  ^ ^ a s i s w i t h  r e s p e c t
f  \ ^ 00t o  t h e  o r t h o n o r m a l  s e t  [ e 1 , e 2 J U I e 2 i  . S i m i l a r l y ,  l e t
f S . } . 00-, b e  t h e  skewed b a s i s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  o r t h o n o r m a l  ■ x 1=1
s e t  ( e ^ ,  e ^ ]  u f e 2 i ^ i = 3 * T h a t  i s '  ^ l  = ^ ]  - 1 [ e i + e 2 ^  ^2 =
[ /2 ]  _2 [ e 1 - e 2 ] + [ /2]  - 1 e 5 i . . .  . A l s o ,  0^  ^ = [ /2 ]  _ 1 [ e 3+ e ^ ] ;
0g = [ /2]  - 2 [ e 3 - e ^ ]  + [72] ...We d e f i n e  U* a s  f o l l o w s  :
u * e 0  =  U * e x  = 0 1 ; U * e 3 = ? 2 ;  U * e 5  =  9 2
U*e2n = 5n f o r  n  > 3j  u * e 2n + l  = °n  f o r  n  > 3 
So ^  = V [ e Q] .. I t  i s  c l e a r  t h a t  e Q i s
c y c l i c  f o r  U*..and t h a t  e a c h  n o n - z e r o  r e d u c i n g  sp a c e  f o r  U 
m u s t  c o n t a i n  71y .  So U h a s  no  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e ,
( r iven  0 e U w i t h  |{ B ,.|| = 1 , we. can  e a s i l y  o b t a i n ,  an  i n t e g e r  
k  s u c h  . . t h a t  || U^e |,| < 1 .  L o o s e l y  s a i d ,  U moves e a c h  v e c t o r
t o w a rd  ? ^ .  So t h e r e  i s  no  U - c h a i n .  By t h e o r e m  1 . 8 0 ,  t h e r e  i s
no  U*- c h a i n .
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Now w e . p r o c e e d  t o  t h e  n e x t  s t a g e  o f  t h e  c o n s t r u c t i o n .
L e t  K = * S i n c e  we i la v e  e 2- ^ *  lemma
1 . 61,  i f  e Q e K o r  i f  eQJL K,  t h e n  K r e d u c e s  U. N o te  t h a t
(U2 e ^ | e o ) ^  0 .  L e t  sC = K + e o^ = ^  ^  e o - P e o ^  w h e re  p
Ls t h e  p r o j e c t i o n  o n t o  K.
Now l e t  V d e n o t e  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  U t o  JL. S i n c e  
we h a v e  t h a t  V i s  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  on  71-^  = ^ C e Q) .  7 ? ^  = 
i£©V=d = s £ © U ^  = ( /{e^ ,  e 0 ' P e 0 ) ,  .We c l a i m  t h a t  V h a s  no n o n ­
t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e .  A r e d u c i n g  s p a c e  f o r  Y m u s t  c o n t a i n  
e , o r  e l s e  i t s  o r t h o g o n a l  com plem en t  m u s t ;  f o r  71^ . i s  o n e ­
d i m e n s i o n a l .  So l . e t  .S&1 b e  a  r e d u c i n g  s p a c e  f o r  Y c o n t a i n i n g  
J .
e . Then  s£' i s  i n v a r i a n t  u n d e r  V. and. h e n c e  . u n d e r  U. B u t  t h i s  o
c o n t r a d i c t s  t h e  f a c t  t h a t  t h e r e  i s  no U - c h a i n ,  a f t e r  a n  a p p l i ­
c a t i o n  o f  th e o re m .  1 . 6  ...We a l s o  c l a i m  t h a t -  t h e r e  i s  no  V - c h a i n .  
T h i s  i s  c l e a r ,  s i n c e . a  Y - c h a i n  w o u ld  b e  a  U - c h a i n .  T h e r e f o r e ,  
b y  t h e o r e m  1 . 8 0  t h e r e  i s  no  V * - c h a i n .
Now we. a r r i v e ,  a.t . t h e  . l a s t  s t e p  o f  t h e  c o n s t r u c t i o n .  L e t
!i  = II e - P e  || "*7 e -Pe._l . L e t  {1-1.} .°% b e  an  o r t h o n o r m a l  s e to o o L o o J '1 1=1
o f  v e c t o r s  o r t h o g o n a l  t o  U ..and. h e n c e  o r t h o g o n a l  t o  We 
d e f i n e  o u r  o p e r a t o r  L^ on *£ © j_3 a s  ^ ° l lo w s :
The r e s t r i c t i o n s  o f  L^,  V, .and U t o  i  a r e  t h e  sam e.
L^P-l = B4 ^ i  = Bi - 1  a
So 7lT = J { e  }: 72T „ = ^ [ e i j .  By. a n  a r g u m e n t  a n a l o g o u s  t o  t h eo -*-*21 +^
one  j u s t  em ployed  t o  d e m o n s t r a t e  t h a t  V h a s  no  n o n - t r i v i a l  
r e d u c i n g  s p a c e ,  we s e e  t h a t  L^ h a s  no  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  
s p a c e .
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We h a v e  a  L j | - c h a i n ,  n a m e ly  (L l | ^ o ^ i = 0 ‘ So b y  t h e o r e m s  
1 . 8 0  and  1 . 6 ,  t h e r e  i s  a  L ^ - c .h a i n .  I f  Q i s  a  v e c t o r  i n  a  
L ^ - c h a i n ,  t h e n  ( c | r i k . )  ^  0 f o r  a  c o - T i n a l  s e t  . o f  i n t e g e r s  [ i ^ ]  . 
T h a t  i s ,  i f  (c l r i  ) = 0 f o r  a l l  m g r e a t e r  t h a n  some f i x e d  
i n t e g e r  M, t h e n  3m” ]y[+ ]_ I s- a  L ^ - c h a i n  c o n t a i n e d  i n  £ .
B u t  = V on  £ ,  y i e l d i n g  a  V -ch a ip .  and  a  c o n t r a d i c t i o n .
Thus we f i n d  t h a t  no  L ^ - c h a i n  i s  o r t h o g o n a l  t o  t h e  I/j|- c h a i n  
[L3Ji ? o 3i ” 0 . By t h e o r e m  I .90  CL];i ? 0 ]j_*o o r  ra-fcller t i i e  
o f  t h i s  L ^ - c h a i n  c o n t a i n s  e a c h  L j | - c h a i n ,  s i n c e  
= X = I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  s p a n  o f  t h e  L ^ - c h a i n
w h ic h  c o n t a i n s  t h e  s p a n  o f  e v e r y  o t h e r  L j j ; -cha in  n e e d  n o t  b e  
o r t h o g o n a l  t o  t h e  s p a n  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  L ^ -  c h a i n  o r  t o  
t h e  s p a n  o f  a n y  L ^ - c h a i n . |
We h a v e  o n l y  p a r t i a l l y  a n s w e r e d  t h e  q u e s t i o n  we p o s e d  
b e f o r e  p r e s e n t i n g  t h e  a b o v e  e x a m p le .  I t  i s  n o t  c l e a r  w h e t h e r  
a  g i v e n  L ^ - c h a i n  m u s t  b e  o r t h o g o n a l  t o  a t  l e a s t  one  L ^ - c h a i n .
I n  e x am p le  1 .91*  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  p a r t i a l  i s o m e t r y  U 
i n  t h e  f i r s t  s t a g e  c a n  b e  u s e d  t o  b u i l d  p a r t i a l  i s o m e t r i e s  
s u c h  t h a t  t h e .  . d i f f e r e n c e  i n  d i m e n s i o n  o f  t h e  n u l l  s p a c e  o f  
■;he o p e r a t o r  w i t h  t h a t  o f  t h e  n u l l  s p a c e  o f  i t s  a d j o i n t  i s  
a  g i v e n  i n t e g e r .  I n  f a c t  , t h e  o p e r a t o r  U bn U i n  I .91  m i g h t  
b e  c a l l e d  a  U * - c h a i n  o f  d e f e c t  tw o ,  s i n c e  eQ i s  c y c l i c  f o r  
U* and  d im ??TT4, = 2 .
O t h e r  e x a m p le s  may b e  c o n s t r u c t e d  b y  m in o r  m o d i f i c a t i o n  
o f  t h o s e  e x a m p le s  g i v e n .  For. a  p a r t i a l  i s o m e t r y  U, o ne  m i g h t
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a s k  w h a t  s i g n i f i c a n c e  t h e  o r t h o g o n a l i t y  o f  7?^..a n d  fly* m i g h t
h a v e .  I f  } t h e n  U*U commutes w i t h  UU*. I n  e x am p le  1 . 2u u*
we s e e  t h a t  7L i s  n o t  o r t h o g o n a l  t o  ?1T „ , We .now d e f i n e  a  
L1 L1 
p a r t i a l  i s o m e t r y  w h i c h . i s  a  " f i n i t e - d i m e n s i o n a l "  m o d i f i ­
c a t i o n  o f  L2 s u c h  t h a t  J -7 Jg . L e t  [ ( e i ) i ^ _ oo U {ri0 , r i1 }] h e  
an o r t h o n o r m a l  "bas is  i n  U.  L e t  S-, e . = e . . - ,  f o r  -°° < j  < 0 a n d-L J J+-L
L < j  < °°. L e t  S1 e Q = [ /2 ]  “ 1 [ e 1+ e 2 ] j  l e t  S1r)Q = l e t  S1T}1 =
[ /2]  ~1 [e-L- e 2 ] .  So.i?s  = and  = ^ { r ^ ]  . Thus we s e e
t h a t  . a t  . l e a s t  i n  s i m p l e  c a s e s  t h e  o r t h o g o n a l i t y  o f  n u l l  s p a c e s
seems t o  h e  o f  no c o n s e q u e n c e .
We c o n c l u d e  t h i s  s e c t i o n  w i t h  t h r e e  more  e x a m p l e s .  F i r s t ,
we e x h i b i t  L._ h a v i n g  no  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e  a n d  dim TiT 5 L5
:=.dim 7?^* = oo. S e c o n d l y ,  we h a v e  Lg h a y i n g  a g a i n  n o  n o n -
5
t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e  a nd  dim 7lr = 1 ,  dim 7?T„ = °°. So t h e
6 6
f i n i t e  d i m e n s i o n a l i t y  o f  t h e  . . n u l l  s p a c e  o f  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  
t o g e t h e r  w i t h  t h e  h y p o t h e s i s  of. no n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  space -  
n e e d  n o t .  i m p l y  t h e  f i n i t e  d i m e n s i o n a l i t y  o f  t h e  n u l l  s p a c e  
o f  i t s  a d j o i n t  o p e r a t o r .  Our f i n a l  exam p le  i s  L^; L^, s a t i s ­
f i e s  t h e  h y p o t h e s i s  o f  t h e o r e m  1 . 7  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  t h a t  
dim 7lT = d im = 2 .  However ,  L„ i s  n o t  a n t i - u n i t a r i l yLifj LSrj. f
e q u i v a l e n t  t o  i t s  a d j o i n t .
'3xam ple  1 . 9 2  L e t  W h e  a  H i l h e r t  s p a c e  w i t h  o r t h o n o r m a l  h a s i s
[ *  h e t  Tj-^  ~ e^ j l e t  £\/2] ^-^2i” ^ 2 i + l ^  '^21 ^ —
i  < oo; l e t  [ /2 ]  - 1 [ e 2 i + e 2 i + l ^  f o r  1 < ^ < 00 • Leh L^ b e  t h e  
p a r t i a l  i s o m e t r y  w i t h  dom ain  s p a c e  ^ ^ 2 1 + 1 ^  i = 0 J r a n S e
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s p a c e  e 2 i^  j_—]_•> and  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :  L^Tlgi+i = e 2 i + l  f o r
0 < i  < » .  So ??L = ^ ^ 2 1 ^  1=15 ^L* = "^e 2 i+ l - * i= 0 ‘ I t  iS  c l e a r
5 5
t h a t  e^ I s  c y c l i c  f o r  L^ .  L o o s e l y  s a i d ,  L* moves v e c t o r s
to w a rd  = e ^ .  So a  r e d u c i n g  s p a c e  f o r  c o n t a i n s  a  v e c t o r  
00
o f  t h e  fo rm  n?.0 a 2n + l T12n + l  a i  r  °* we. d e s i g n a t e  s u c h
p
a  v e c t o r  a s  ? , t h e n  we h a v e  ? -  2 L*L,-L*S = . a , e ,  . So Lco o 5 5 5 0  1 1  5
h a s  no n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e ,  dim 7?  ^ = dim 7?^* = °°. 1
5 5
Example 1 . 9 3  L e t  V be  a  H i l b e r t  s p a c e  w i t h  t h e  o r t h o n o r m a l
C
b a s i s  ( e ^ ^ - L  U [ h ^ k ^ l ^  j = l  * L e t  9 = 1 = 1 ^ - *  ~l e i*  L e t  L6 =
b e  d e f i n e d  a s  f o l l o w s ;
L60 = 0
Lgri'j = f o r  1 < j  < » .
Lgn£ = ri^+1 f o r  a l l  ( j , k )  su c h  t h a t  0 < j , k < «>.
L e t  = || e i - ( e 1 | 0 ) 0  11 _ 1 [ e i - ( e i | 0 ) 0 ]  f o r  1 < i  < °°.
L e t  "the Gramm o r t h o n o r m a l i z a t i o n  o f
L6§' i  = ^ i + l "  f o r  1 < 1 < “ •
So 7L = at{9);  7L„ = . We n o t e  t h a t  ( ? . ' | e . )  ^  0 f o r
^ o J
1 < i , j  <<». We w i l l  s k e t c h  a  p r o o f  t h a t  Lg h a s  no n o n - t r i v i a l
r e d u c i n g  s p a c e .  I t  i s  enough  t o  show t h a t  a  n o n - z e r o  r e d u c i n g
s p a c e  f o r  Lg m u s t  c o n t a i n  Crj 1 } j = l  = ^Lg J s i n c e  7 ? ^  i s
c y c l i c  f o r  Lg.  I t  c an  b e  shown t h a t  i f  5 e !f, % ^  0 ,  t h e n
t h e r e  i s  a  p o l y n o m i a l  P ( x , y )  s u c h  t h a t  P ( L g ,L g ) §  /  0,
]?(Lg,Lg)§ f! J [ Q} ,  and ( P ( L g , L g ) ? | 0) ^  0 .  I f  we l e t  ? 1 =
' 00
P(L£-,L£)S, t h e n  we can  w r i t e  §,  -  LgL^§n = £ a . e .  w here' 0 0  - L o o r  i=m 1 i
yyi 00 wj r "I 00 JJI
0 .  B u t  L f (  j ^ a . e . )  -  L g L | ra+1( . ^ a . e . )  = a ^ p  . Now.
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L^ri^ = e . L fL^n  = c? ' w i t h  c a  n o n - z e r o  com plex  n um ber .D 11 m 6 o m m *
OO
1 = . S nb . e . ,  b .  f- 0 f o r  1 < i  < °°. So by. a  p r o c e s s  s i m i l a r  m x = l  x x i  r  — o *
to  t h e  one  u s e d  i n  o b t a i n i n g  n™ , we can  now o b t a i n  f o r  
1  < j  <oo.  Thus Lg ..has. n o  n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e ,  j
Example  1 . 9 ^  L e t  U b e  a  H i l b e r t  s p a c e  w i t h  o r t h o n o r m a l  b a s i s  
f e . } . 00 . L e t  [ 9 . } .~ ^  be  t h e  skewed b a s i s  w i t h  r e s p e c t  t o
L x  X = - ° °  X X = - « >  r
th e  o r t h o n o r m a l  s e t  {e. . L e t  {*n -■} -s ^ ji Le t h e  skewed b a s i sw 1  1 = —00 *•
r b 00w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  o r t h o n o r m a l  s e t  ■lei J i _ ^ .  L e t  Ly  b e  d e f i n e d  
a s  f o l l o w s :
Ly 9 i  = e ± f o r  -oo < i  < - 5 ; Lj 6 . ^  = e -l±’> Ly e i  = e i + i  f o r
-L  < i  < -15 L ^e^  = [ /2 ] " 1 [ e 1+ e 2 ] ;  L^e-j^ = 0 ; L ^e 2 = e^ j
Ly e  ^  = h 2j.5 = ^ ^  J^rj e i  — ^ i  ^ ® 5 ^  1 's 00 •
We s k e t c h  a  p r o o f  t h a t  L^ , h a s  no n o n - t r i v i a l  r e d u c i n g  s p a c e .
We s u p p o s e  t h a t  K,  ..a . n o n - z e r o  s u b s p a c e ,  r e d u c e s  L^ .  I f  we
choose  a  n o n - z e r o  v e c t o r  i n  K,  t h e n  e i t h e r  t h e  v e c t o r  i s  n o t
o r t h o g o n a l  t o  7lr o r  t h e r e  i s  a  p o l y n o m i a l  P ( x ,  y) w i t h  n o n -
7
commuting v a r i a b l e s  su c h  t h a t  P ( L ^ ,L ^ )  a p p l i e d  t o  t h e  v e c t o r
I s  n o t  o r t h o g o n a l  t o  7lT . S o  K c o n t a i n s  a  n o n - z e r o  v e c t o r  ?
7
o f  t h e  fo rm  a e ^ b e ^ .  I f  a  = 0, t h e n  (L^.L^§ |e^)  ^  0 .  So we
can assum e a  /  0 .  We p r o j e c t  ? o n t o  o b t a i n i n g  a  n o n -
- l  7. z e r o  . m u l t i p l e  o f  [72] [ e 1 - e 2 .’] ' . We p r o j e c t  t h i s  v e c t o r  b a c k
o n t o  t o  o b t a i n  a  n o n - z e r o  m u l t i p l e  o f  e-^. B u t  e-  ^ i s  c y c l i c
For Ly and L ^ . H ence  K = V.
We su p p o s e  S i s  a n t i - u n i t a r y  su c h  t h a t  SL^S* = L^.  As
b e f o r e ,  we h a v e  S*LyS = L*, Ly = S*L*S, and  L^ = S*L*n S f o r
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n  > 0 .  S i n c e  S*Lr,S = L*, we h a v e  S7lr c ..?fx . We l e t  Se c =
( f  *-*t J J - lr j  "  I )
C € * L * II C 11 = 1 .  I l l ^ e _ 5 II =■ 1 f o r  0 < k  < 6 .  H L*mc II < 1 
f o r  some.m, 1  _< m _< 3 j b y  d i r e c t  v e r i f i c a t i o n  u s i n g  t h e  f a c t  
b h a t  £ e ??L •. B u t  L™e_,_ = S*L^Cj 1 < m < 3 .  So we h a v e  a  
c o n t r a d i c t i o n .  H ence  i s  n o t  a n t i - u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o
Lr  I.
We now c o n s i d e r . a  few  c o n s e q u e n c e s  o f  an  o p e r a t o r ' s  
' b e i n g . a n t i - u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o  i t s  own a d j o i n t .  F i r s t  
we n o t e  t h a t  e v e r y  n o r m a l  o p e r a t o r  i s  . . a n t i - u n i t a r i l y  e q u i ­
v a l e n t  t o  i t s  own a d j o i n t .  I n  f a c t ,  I f  N i s  .a n o r m a l  o p e r a t o r  
on %, Cl i s  a  m ax im al  c o m m u ta t iv e  s y m m e t r i c  r i n g  o f  o p e r a t o r s  
c o n t a i n i n g  .N, a n d  i s  a  c y c l i c  v e c t o r  f o r  <3, t h e n  we h a v e
p
W i s  i s o m o r p h i c  t o  L (M, n )  and  Cl i s  i s o m e t r i c - i s o m o r p h i c  t o  
C(M), w h e r e  M i s  t h e  m ax im a l  i d e a l  s p a c e  o f  3 .  Thus i f  U i s  
t h e  c o n j u g a t e  o p e r a t o r  w h i c h  maps t h e  p r e - i m a g e  o f  ?(m) t o
 ^ O
t h e  p r e - i m a g e  o f  T [m J  f o r  ?(m) e L ( M , h ) , t h e n  i t  i s  c l e a r  
b h a t  UNU* = N*, s i n c e  N(m) = IT*(m) . I n  v i e w  o f  t h e  f a c t  t h a t  
t h e  c l a s s  o f  o p e r a t o r s ,  a n t i - u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o  t h e i r  
a d j o i n t s  i n c l u d e s  t h e  n o r m a l  o p e r a t o r s ,  one  m i g h t  e x p e c t  t h a t  
o p e r a t o r s  i n  t h i s  . c l a s s  h a v e  some p r o p e r t i e s  i n  common w i t h  
n o r m a l  o p e r a t o r s .
Lemma 1 . 9 5  L e t  A h e  .a . l i n e a r  o p e r a t o r  a n t i - u n i t a r i l y  e q u i ­
v a l e n t  t o  A*. Then t h e . s p e c t r u m  o f  A i s . t h e  a p p r o x i m a t e  p o i n t  
s p e c t r u m  o f  A.
P r o o f :  L e t  U h e  an  a n t i - u n i t a r y  o p e r a t o r  s u c h  t h a t  UAU* = A* .
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The., a p p r o x i m a t e  p o i n t  s p e c t r u m  o f  ..an o p e r a t o r  i s  c o n t a i n e d  
i n  i t s  s p e c t r u m .  We s u p p o s e  \  . i s  .a c.ompl.ex...number w h i c h  i s  
n o t  i n  t h e  a p p r o x i m a t e  p o i n t  s p e c t r u m  o f  A. Then t h e r e  i s  
a  > 0 s u c h  t h a t  || (A-X.1)? || > a  || 5 'II f o r  .? e U.  We c l a i m  
t h a t  /?A_ ^ 1 . i s  d e n s e  . in  %C. I f  ( [ A - X l ] ? l c )  = 0 f o r  a l l ?  e V, 
t h e n  [A*-X1] C = 0 .  Now || ( A*-X1) C || = 1|(UAU*-UXU*)£ || =
|| (A-Xl)U*£ II = 0 .  So = o = C • Hence  i f  X i s  n o t  a n  
a p p r o x i m a t e  e i g e n v a l u e ,  t h e n  ( A - X l ) - 1  e x i s t s . |
Lemma 1 . 9 6 L e t  cj(A) d e n o t e  t h e  s p e c t r u m  o f  A, w h e r e  A i s  a 
l i n e a r  o p e r a t o r .  I f  t h e r e  i s  an  a n t i - u n i t a r y  o p e r a t o r  V s u c h  
t h a t  VAV* = A*, t h e n  a (A )  = . a(A*)  a n d  A*A i s  u n i t a r i l y  e q u i ­
v a l e n t  t o  AA*.
P r o o f :  VAV* = A*; V (A - \1 )V *  = A*- X I .  So t h e  e x i s t e n c e  o f  
( A - V l ) - 1  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  e x i s t e n c e  o f  (.A*-X1) \  Hence  
a (A) = a (A*)-.
VAV* = A* i m p l i e s  t h a t  VA*V* = .A. ..AA* = VA*AV*. As men­
t i o n e d  e a r l i e r ,  we c a n  f i n d  U ^ . a n  a n t i - u n i t a r y  o p e r a t o r  s u c h  
t h a t  U* = Ux a n d  l^AA*!!* = AA*. So AA* = U-jAA*!!* = U1VA*AV*U* 
(U-^V)A*A(U2_V)*. S i n c e  U^V i s  t h e  p r o d u c t  o f  a n t i - u n i t a r y  
o p e r a t o r s  and  t h u s  u n i t a r y ,  t h e  lemma h o l d s . j
We a r e . . u n a b l e  t o  s t a t e  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  
f o r  a n  o p e r a t o r  t o  b e  a n t i - u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o  i t s  a d j o i n t .  
I f  A i s  an o p e r a t o r  w h i c h  i s  a n t i - u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o  A* 
b y  the.  a n t i - u n i t a r y  U, t h e n  ( c A ) ,  c e 2>, i s  a n t i - u n i t a r i l y  
e q u i v a l e n t  t o  (cA )*  b y  t h e  same a n t i - u n i t a r y  U. T h i s  n n e d  n o t  
h o l d  f o r  u n i t a r y  e q u i v a l e n c e .  We do n o t  know w h e t h e r  t h e
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a n t i - u n i t a r y  o p e r a t o r  U g i v i n g  t h e  a n t i . - u n i t a r y  e q u i v a l e n c e
o f  a n  o p e r a t o r  A t o  i t s  a d j o i n t  A* c a n  a lw a y s  h e  t a k e n  so
2
t h a t  U=U*, . o r ,  w h a t  i s  t h e  same., so  t h a t  U -  1 .  Each  a n t i -  
u n i t a r y  o p e r a t o r  U s u c h  t h a t  U = U* i s  g i v e n  h y  c o n j u g a t i o n  
o f  F o u r i e r  c o e f f i c i e n t s  w i t h  r e s p e c t  t o  a n  o r t h o n o r m a l  b a s i s ;
r ^00t h e r e  e x i s t s  an  o r t h o n o r m a l  b a s i s  su c -*1 "that  f o r
CO 0 0  0 0  _
e V, we h a v e  U ( .E ^ a ^ e ^ )  =^ ? .^ a ^ e ^ . Such an a n t i - r u n i t a r y  
o p e r a t o r  i s  c a l l e d  a  c o n j u g a t i o n ;  p . 3 5 7 -3 6 0 ,  [9 ]*
Lemma 1 . 9 7  L e t  A b e  a  l i n e a r  o p e r a t o r  o n . t h e n . A  i s  a n t i -
u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o  A* by  a  c o n j u g a t i o n  i f  and  o n l y  i f
w i t h  r e s p e c t  t o  some b a s i s  ( e . ) . ° ° n t h e  m a t r i x  ( a . . )  o f  A1 i = l  v x j '
s a t i s f i e s  a . .  = a . ,  f o r  1 < i , j  < °°.
J- J  J
P r o o f :  We su p p o s e  UAU* = A*, w i t h  U a n t i - u n i t a r y  .and U = U * .
L e t  b e  a n  o r . th o n o rm a l  b a s i s  f o r  W w i t h  r e s p e c t  t o
w h ich  U i s  c o n j u g a t i o n  o f  F o u r i e r  c o e f f i c i e n t s .  UAU*e. =
J00 00 _
UAej = U ( ^ E ^ a ^ j e ^ )  = i ~ i a i j e i '  UAU* i s
( a .  .) . B u t  t h e  m a t r i x  o f  A* i s  ( a . . )  . Thus a .  . = a . ,  f o r  '  i< r  v j i '  x j  j x
1 < i ,  j  < 00 .
We su p p o s e  now t h a t  t h e  m a t r i x  ( a . .) o f  t h e  o p e r a t o r  Ad
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  b a s i s  [ e . ] ”  i s  s u c h  t h a t  a .  . = a . ,  f o r  ^  l  x = l  x j  j i
1 < i j j  < 00 • L e t  U b e  t h e  a n t i - u n i t a r y  o p e r a t o r  g i v e n  by
c o n j u g a t i o n  o f  F o u r i e r  c o e f f i c i e n t s  w i t h  r e s p e c t  t o  f e -j_3 •
By r e v e r s i n g  t h e  abo v e  c o m p u t a t i o n s  we s e e  t h a t  UAU* = A*. j
I f  H. i s  a  Herm.it i .an o p e r a t o r , t h e n  w i t h  r e s p e c t  t o  some
b a s i s  H h a s  t h e  m a t r i x  (h .  .) w h e re  h .  . = h . .  . S i n c e  t h e
v i j '  10 J i
m a t r i x  o f  H* = H i s  ( h ^ ) ,  we s e e  t h a t  bn., i s  a  r e a l  number
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f o r  1 < i ,  j  < 00. Thus.. lemma 1 . 9 7  i m p l i e s  t h a t  a  H e r m i t i a n
o p e r a t o r ,  .has a  r e a l . . . m a t r i x  w i t h  r e s p e c t  t o  some b a s i s .  I f
N i s . . a  n o r m a l  o p e r a t o r ,  . t h e n  N a l s o  . s a t i s f i e s  . . the h y p o t h e s i s
o f  lemma 1 . 9 7  . So t h e r e  i s  a  b a s i s  w i t h  r e s p e c t  t o  w h ic h
t h e  m a t r i x  (b .  .) o f  N s a t i s f i e s  b .  . = b . . .  When we w r i t e  
J J J
o u t  w h a t  i t  means  f o r  t h e  . m a t r i c e s  ( b .  .) a n d  (b  . . )  t o  commute,
J- J J
we h a v e  = g&k i b k ., = g ^ b ^ .  So t h e  i n n e r  p r o d u c t
o f  e a c h  row o f  t h e  m a t r i x  ( b . .) o f  N w i t h  e a c h  o t h e r  row i s  
a  r e a l  n u m b e r .  A l s o ,  i t  i s  c l e a r  b y  r e v e r s i n g  t h e  abo v e  a r g u ­
m en t  t h a t  e a c h  s u c h  m a t r i x  y i e l d s  a  n o r m a l  o p e r a t o r .
CHAPTER I I
NORMAL CONJUGATE OPERATORS
We now o b t a i n . a  . s t r u c t u r e  . theorem  on H e r m i t i a n  c o n j u g a t e  
o p e r a t o r s .  I n  S t o n e . ' s  p i o n e e r i n g  b oo k  on t r a n s f o r m a t i o n s  on 
H i l b e r t  s p a c e ,  t h e r e  i s  a  s t r u c t u r e  t h e o r e m  f o r  a  c o n j u g a t i o n ;
p .  3 5 7 - 3 6 0 , [ 9 ] •  A c o n j u g a t i o n  J  i s . a n  . a n t i - u n i t a r y  o p e r a t o r
2 2 s u c h  t h a t  J  = 1,. I t  i s .  e a s y  t o  s e e  t h a t  J  = 1 i s  e q u i v a l e n t
t o  J  = J*.. A c o n j u g a t i o n  J  i s  g i v e n  b y  c o n j u g a t i o n  o f  F o u r i e r
c o e f f i c i e n t s  w i t h  r e s p e c t  t o  a  s u i t a b l e  o r t h o n o r m a l  b a s i s
d e p e n d i n g  on J ;  o r  J  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s  c o n j u g a t i o n  o f
2f u n c t i o n s  on  a  s u i t a b l e  L - s p a c e .  S t o n e ' s  b o o k  c o n t a i n s  
i n t e r e s t i n g  m a t e r i a l  on  r e a l ,  l i n e a r  o p e r a t o r s ,  l i n e a r  o p e r ­
a t o r s  w h ic h  commute w i t h  a  c o n j u g a t i o n  o p e r a t o r .
Theorem  2 . 1  L e t  H b e  a  H e r m i t i a n  c o n j u g a t e  o p e r a t o r  on  V.
Then t h e r e  e x i s t s  a  s y m m e t r i c  c o m m u ta t iv e  r i n g  o f  o p e r a t o r s  
G s u c h  t h a t  K e G,  K = K* i m p l i e s  t h a t  KH = HK; a nd  G i s  max­
i m a l  w i t h  r e s p e c t  t o  s e t  i n c l u s i o n  . in  t h e  c l a s s  o f  a l l  commu­
t a t i v e  s y m m e t r i c  s u b r i n g s  o f  S ( U ) .
P r o o f :  L e t  G'  b e  a  s y m m e t r i c  c o m m u t a t iv e  r i n g  m ax im al  w i t h  
r e s p e c t  t o  s e t  i n c l u s i o n  i n  t h e  c l a s s  & of. s y m m e t r i c  commu­
t a t i v e  r i n g s  s u c h  t h a t  ' e -fr, K e G 1 ' ,  K = K* i m p l y  t h a t
2 2 KH = HK and  H e G.  The r i n g  g e n e r a t e d  b y  H i s  an  e l e m e n t
o f  &.  L e t  G b e  a  m ax im al  c o m m u ta t iv e  s y m m e t r i c  r i n g  c o n t a i n ­
i n g  G' . We w i l l  show t h a t  G' -  G . We h a v e  t h a t  V i s  i s o m o r p h i c
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p
t o  L (M,ia), w h e re  M i s  t h e  . m a x im a l  i d e a l  s p a c e  o f  3  a n d  |i i s  
r e g u l a r  B o r e l  m e a s u r e  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  f i x e d  v e c t o r , .5 w h i c h  
i s  c y c l i c  f o r  <3. By c o n s t r u c t i o n ,  t h e  m ap p in g  o f  § t o  ? (m)
p
f ro m  U t o  L (M,|i) h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t  § 0 (m) = 1 f o r  a l l
2m e M. H ence  f o r w a r d  w.e. i d e n t i f y  U w i t h  L (M,h) . We d e f i n e
U (§ (m ))  = 5 ( m ) . ’ C l e a r l y  U i s  a n t i - u n i t a r y ,  U2 = 1 o r  U = U * .
S i n c e  a  H e r m i t i a n  o p e r a t o r  K i n  3  h a s  a  r e a l - v a l u e d  G e l f a n d
t r a n s f o r m  K(m) i n  C(M), we h a v e  t h a t  UK = KU f o r  K e 3 ,  K = K* .
We c l a i m  UH e 3 X . UH 2 = H2U s i n c e  H2 e 3 1 a n d  H2 i s  H e r m i t i a n .
(UH)* = H*U* = HU. So UH(UH)* = UH2U = H2U2 = H2 ; a n d  (UH)*(UH) 
2 2= HU H = H . Thus UH i s  a  n o r m a l  o p e r a t o r . .  We m u s t  show t h a t  
t h e  H e r m i t i a n  p a r t s  o f  UH commute w i t h  H.
UH = 2 _ 1 [UH+HU] + i [ 2 i ] - 1 [UH-HU]
2 _ 1 [UH+HU]H = 2 _ 1 [UH2+HUH] = 2_ 1 [H2U+HUH]
H{2_ 1 [ UH+HU]} = 2“ 1 [H2U+HUH]
So H commutes w i t h  2~'1‘[UH+HU] .
Ndw, H[ 2 i ] ~1 [ UH-HU] = - [ 2 i ] - 1 [HUH-H2U] = [ 2 i ] _ 1 [H2U-HUH] 
a n d  [ 2 i ] " 1 [UH-HU]H = [ 2 i ] - 1 [UH2 -HUH] = [ 2 i ] “ 1 [H2U-HUH]
Thus 2” 1 [UH+HU] a n d  [ 2 i ] [ U H - H U ]  commute w i t h  H. Now we show 
t h a t  UH commutes w i t h  3 ' .  L e t  A e 3 ' ;  l e t  A = K-  ^ + iKg w h e re  
a n d  Kg a r e  H e r m i t i a n  e l e m e n t s  o f  3 '  . S i n c e  3 ^  3  s we s e e  
UKi = Kt U f o r  i  = 1 , 2  . UHA(K1+iK g)  = U(HK1 -iHKg) = U(K1 - iK g )H  
^  (K^+iKgJUH = AUH. So UH commutes w i t h  3 ' .  H e n c e ,  i f  we a d ­
j o i n  UH a n d  (UH)* t o  3 ' ,  t h e n  we o b t a i n  a  r i n g  i n  t h e  c l a s s  
3  f r o m  w h ic h  3 1 was c h o s e n .  S i n c e  3 1 i s  m ax im al  i n  3 ,  we h a v e  
UH e 3 ' .
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We now .show . t h a t  d '  i s  w e a k l y  c l o s e d .  I f  C A l  l g  a  n e t
cl
o f  o p e r a t o r s  c o n v e r g i n g  i n  t h e  weak t o p o l o g y  . f o r  13(K) t o  an  
o p e r a t o r  A, t h e n .  [A*} c o n v e r g e s  w e a k l y  t o  .A*. Thus {2 - ^ [A + A -* ]]£l cl cl
- 1  —1. _  c o n v e r g e s  w e a k l y  t o  2 [A+A*], .and { [ 2 i ]  [A -A * ] )  c o n v e r g e s£L cl
—  1w e a k ly  t o  [ 2 i ]  [A-A*] .  A l s o ,  i f  (A 1 i s  a  n e t  w e a k ly  c o n v e r g -cl
i n g  t o  A, t h e n  ( AH )  c o n v e r g e s  w e a k ly  t o  AH.and [HA ) c o n v e r g e s
3, 3/
w e a k l y  t o  HA. I f  K I s  i n  t h e  weak c l o s u r e  o f  d ' , t h e n  K com­
m u te s  w i t h  e a c h  o p e r a t o r  i n  d '  . The H e r m i t i a n  p a r t s  o f  K 
.a re  w e a k l y  a p p r o x i m a t e d  b y  H e r m i t i a n  e l e m e n t s  o f  d '  w h ic h  
commute w i t h  H. T hus ,  b y  t h e  abo ve  r e m a r k s  on weak c o n v e r g e n c e ,  
t h e  H e r m i t i a n  p a r t s  o f  K commute w i t h  H. So d '  i s  w e a k ly  
c l o s e d .
Now we show t h a t  ? i s  a  c y c l i c  v e c t o r  f o r  d ' .  L e t  ' C 5 0 )
= L e t  P b e  t h e  p r o j e c t i o n  o n t o  C l e a r l y  P commutes
w i t h  Cl' .  S i n c e  ? 0 (m) = 1 f o r  a l l  m e M, we h a v e  U§Q = § Q.
Sums o f  t h e  fo rm  E^a^A ^§Q w i t h  A^ e Cl' and  A^ = At a r e  d e n s e
i n  V, . We r e c a l l  t h a t  UA. = A.U. Thus U( .S a . A . ?  ) = S a , U A .? rt l  i i  1=1 i  i  o i = l  1 i  o
n  _  n  _
= S a .  A. U? = E a .  A. ? . So V, i s  i n v a r i a n t  u n d e r  U. UH e d 'i = l  i i o  i = i  i  i  o 1
i m p l i e s  t h a t  U H ^  c  V Now H = U(UH) . So H ^  -C a n d  HP =
PHP. T a k i n g  a d j o i n t s ,  P*H* = P*H*P* o r  PH = PHP. So PH = HP. 
A g a in  b y  t h e  m a x i m a l i t y  o f  d '  i n  t h e  c l a s s  £ ,  we h a v e  P e d '  .
So P e d ,  Now l e d ' .  By d e f i n i t i o n  o f  P, ( 1 - P ) ?  = 0 o r
[1 -  *P(m) ]§ (m) = o f o r  a l m o s t  a l l  m e M. S i n c e  ^ m )  i s
c o n t i n u o u s  and  § 0 (m) = 1 f o r  a l l  m e M, we h a v e  ^ m )  = 1 f o r
a l l  m e M. So P = 1 a nd  § i s  c y c l i c  f o r  d ' . S i n c e  d '  i s  w e a k ly
c l o s e d ,  s y m m e t r i c , ,  and  w i t h  a  c y c l i c  v e c t o r ,  we h a v e  t h a t  d '
i s  m a x im a l .  So d  ~ d ' . i
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C o r o l l a r y  2 . 1 1  L e t  H b e  a  H e r m i t i a n  c o n j u g a t e  o p e r a t o r  and  
l e t  01 b e  t h e  ..maximal c o m m u ta t iv e  . s y m m e t r i c  r i n g  o f  t h e o r e m  
2 . 1  . L e t  ? D b e  c y c l i c  f o r a n d  l e t  U b e  c o n j u g a t i o n  o f
O
f u n c t i o n s  i n  L (M,u) w h e re  M i s . t h e  m ax im al  i d e a l  s p a c e  o f
01 a n d  p i s  t h e  r e g u l a r  B o r e l  m e a s u r e  c o r r e s p o n d i n g  t o
O
Then UH a n d  HU a r e  i n  Cl, and  H c a n  b e  r e p r e s e n t e d  on  L (M,p)
b y  H5(m) = (HU) (m)5 (m) f o r  .§ e V.
P r o o f :  From t h e o r e m  2 . 1 ,  we h a v e  UH an d  h e n c e  HU a r e  i n  O'’ =
7s _
a .  H -  U(UH) . So (H?)(m) = (UUH?)(m) = U(UH§)(m) = (UH)(m)T(m) 
= (UH)'*( m)!~(m) = (HU) (m)§ (m) . |
We n o t e  t h a t  i f  U i s  a  u n i t a r y  o r  a n t i - . u n i t a r y  o p e r a t o r ,  
2t h e n  U = 1 i s  e q u i v a l e n t  t o  U = U * . Now we t u r n  t o  s t u d y  
c o n j u g a t e  n o r m a l  o p e r a t o r s .  The f o l l o w i n g  lemma i s  a n a l o g o u s  
t o  t h e  f a m i l i a r  o n e  c o n c e r n i n g  o p e r a t o r s .
Lemma 2 . 2  L e t  N b e  a  c o n j u g a t e  o p e r a t o r .  Then || N*0 || =
|| N0 || f o r  a l l  0 e H i s  e q u i v a l e n t  t o  N b e i n g  n o r m a l .
P r o o f :  S i n c e  N*N and  NN* a r e  l i n e a r  o p e r a t o r s ,  we h a v e  t h e  
u s u a l  p o l a r ,  d e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  i n n e r  p r o d u c t  f o r  (N*N5|ti) 
and  f o r  (N N * ? | r | ) .  Hence N*N = NN* i s  ' e q u i v a l e n t  t o  (N*N©| 9)
= (NN*eJ 0) f o r  a l l  0 e U . B u t  t h i s  l a s t  e q u a t i o n  i s  e q u i v a ­
l e n t  t o  || N0 || 2 = || N*0 || . |
We h a v e  f o u n d  no f r u i t f u l  d e f i n i t i o n  o f  s p e c t r u m  f o r  a  
c o n j u g a t e  o p e r a t o r . However,  t h e  . n e x t  ..lemma g i v e s  a  h i n t  t o  
t h e  s t r u c t u r e  o f  a  n o r m a l  c o n j u g a t e  o p e r a t o r  b y  n o t i n g  a  
p r o p e r t y  o f  t h e  s p e c t r u m  o f  i t s  s q u a r e .
4o
Lemma 2 . 3  I f  N i s  a  n o r m a l  c o n j u g a t e  o p e r a t o r ,  t h e n  t h e
2 2 s p e c t r u m  o f  N i s  c l o s e d  u n d e r  c o n j u g a t i o n ;  t h a t  i s ,  a (N  ) =
o(N2 ) . '
2P r o o f :  N i s  a  n o r m a l  o p e r a t o r ,  s i n c e  N*N = NN* i m p l i e s
N^N*^ =. N*^N^. L e t  c .e <?(N2 ) . We know t h e  s p e c t r u m  o f  t h e
2n o rm a l  o p e r a t o r  N i s  i t s  a p p r o x i m a t e  p o i n t  s p e c t r u m .  L e t  
a  > 0 .  T h e re  e x i s t s  n o n - z e r o  ? e U s u c h  t h a t  [j N2§ - c ?  J| <
a . | | ?  || . Then || N2 (N5) -c (N S )  || < || N ||<a.|l ? || . So i f  N§ ^  0,
_  2 t h e n  c i s  i n  t h e  a p p r o x i m a t e  p o i n t  s p e c t r u m  o f  N . B u t  i f
N? = 0, t h e n  N2? = 0 .  I n  c a s e  c ^  0 ,  b y  c h o i c e  o f  a  < | c |  we
h a v e  N2? /  0 and  h e n c e  N§ ^  0 .  I f  c = 0, t h e n  c e a (N 2 ) . j
B e f o r e  c o n t i n u i n g  a  d e v e lo p m e n t  o f  t h e  s t r u c t u r e  o f  
n o r m a l  c o n j u g a t e  o p e r a t o r s ,  we .m e n t io n  an  e a s i l y  o b t a i n e d  
b u t  g r o s s  r e s u l t  r e l a t i n g . n o r m a l  o p e r a t o r s  and  n o r m a l  c o n j u ­
g a t e  o p e r a t o r s .  L e t  N b e  a . n o r m a l  ( c o n j u g a t e  n o r m a l )  o p e r a t o r .  
Then t h e r e  i s  a  c o n j u g a t i o n  U su c h  t h a t  UN. i s  c o n j u g a t e  n o r ­
mal (n o r m a l )  a n d  U commutes w i t h  N*N. T h i s  i s  o b t a i n e d  b y  
t a k i n g  a  c o n j u g a t i o n  U w h ic h  commutes w i t h  N*N.
I n  v iew  o f  t h e  f a c t  t h a t  some o f  t h e  c o m p u t a t i o n s  t o  
f o l l o w  a r e  r a t h e r  l o n g ,  we g i v e  two e x a m p le s  t o  w h ic h  t h e  
r e a d e r  c a n  r e f e r  t h e  m a c h i n e r y  o f  o u r  s t r u c t u r e  t h e o r e m ,  2 . 8  . 
Example  2 .5 1  L e t  V = P’fe^} w h e re  e ^ J .  e . f o r  i  /  j  and  
|| e^ || = 1  f o r  1 < i  < oo. We d e f i n e  U a s  f o l l o w s :
Ue2 i  "  " e 2 i - l  f o r  1 < 1 < 00
Ue2 i - 1  = e 2 i  f o r  1 < 1 < 00
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We e x t e n d  U by  c o n j u g a t e  l i n e a r i t y ;  U( E ^ a ^ e ^ )  = “ j_?.1 a 2 i e 2 i - l
00 —  P
+ i - i a 2 i - l 82 i  • So u  = - i  ° r  U = -U * .  |
Example 2 . 5 2  L e t  X b e  a  H i l b e r t  s p a c e  w i t h  o r t h o n o r m a l  b a s i s
^ n ^ n = - »  * ® ^ n ^  ~ ^n+1  f o r  -°o < n  < «>, and e x t e n d  by
00 oo__
c o n j u g a t e  l i n e a r i t y  so t h a t  S( Sb J  ) =. Sb 15 . We n o t e' —oo xl 11 —oo r i-x n
t h a t  i f  we s e t  R?n  = ?n+1 &nd e x t e n d  by  l i n e a r i t y ,  we o b t a i n  
t h e  f a m i l i a r  u n i t a r y  o p e r a t o r ,  t h e  b i l a t e r a l  s h i f t ,  w h ic h  can  
b e  r e p r e s e n t e d  b y  m u l t i p l i c a t i o n  b y  e on L ( [ 0 ,  2t t])  s i n c e  
e i 6 e in 0  _ e i ( n + l ) 0  and ^ ( e i n e ] n“ _M = L2 ( [ 0 , 2 t r ] ) .  The r e s u l t s  
o f  t h e o r e m  2 , 8  a r e  e a s i l y  a c c e s s i b l e  i n  t h e  c a s e  o f  S . To 
r e p r e s e n t  S, we l e t  §n = e f o r  -oo < n  < oo and  0 e [ 0 , 2 t t ] ;
U. d e n o t e s  t h e  c o n j u g a t i o n  o f  f u n c t i o n s  i n  L ( [ 0 , 2 tt] ) ;  f i n a l l y ,  
we l e t  T b e  t h e  m app ing  o f  [ 0 , 2 tr] o n t o  i t s e l f  g i v e n  b y  T (0)
= - 0  mod 2tt. I n  t h e  u s u a l  f a s h i o n  we i d e n t i f y  0 w i t h  2tt and
[0 ,  2tt] w i t h  t h e  u n i t  c i r c l e  i n  t h e  complex  p l a n e  . Then we
i n 0 N “ t- i n 0 i 0 “ t- i n 0 “ t- i n 0 ,N
s e e  S L S b n e > =  i  n - 1 ®  =  e i  n  =  R U b n e > =
RU( Eb e ' l n ! ] = RU( Eb e “ T( 6 ) ) .  So i f  5(e)  € L2 ( [ 0 , 2 i r ] ) ,  we
_  00 XI — 00 XX
can  w r i t e  ( S ? ) ( 0 )  = e 10? {T(0")"] S i s  g i v e n  b y  a  r o t a t i o n  T,
2a  c o n j u g a t i o n  U, and  a  m u l t i p l i c a t i o n  R on L ( [ 0 , 2 tt] ) .  We
2
n o t e  t h a t  T i s  t h e  i d e n t i t y  map on  [ 0 , 2 tr ] . Our s t r u c t u r e
th e o r e m ,  2 . 8 , i s  s i m p ly  a  g e n e r a l i z a t i o n  f ro m  t h i s  ex am p le .  
Lemma 2 . 6  L e t  N b e  a  n o r m a l  c o n j u g a t e  o p e r a t o r  on V; l e t  *£
-  C?|N?=0] . On K = we h a v e  t h a t  N = U/(W*W), w here  U
i s  an  a n t i - u n i t a r y  o p e r a t o r  w h ic h  commutes w i t h  N and  w i t h  
N * . A l s o ,  X r e d u c e s  N.
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P r o o f :  By lemma 2 . 2 ,  || Ng || = || N*? || f o r  a l l  % e V .  So ad 
i s  t h e  n u l l - s p a c e  o f  N * . I f  N*Ng = 0 f o r  some g e U, t h e n  
0 = (N*Ng|g) = (N g |N g)]  so Ng = 0 .  C l e a r l y  Ng = 0 i m p l i e s  
t h a t  N*Ng = 0 .  So :£ i s  t h e  n u l l - s p a c e  o f  N*N and ,  h y  a  
s i m i l a r  a rg u m e n t ,  o f  NN* . S i n c e  /(N*N) can  h e  a p p r o x i m a t e d  
i n  t h e  norm h y  p o l y n o m i a l s  i n  N*N w i t h  r e a l  c o e f f i c i e n t s ,  
and  s i n c e  N and N* h o t h  commute w i t h  N*N, we h a v e  t h a t  /(N*N)
commutes w i th .  N and  w i t h  N*. Prom t h i s  p o i n t  on,  we c o n s i d e r
o n l y  t h e  s u h s p a c e  X ,  a s  i s  c l e a r l y  s u f f i c i e n t .
I f  p e X  s u c h  t h a t  (N*Ng|p) = 0 f o r  a l l  § e X ,  t h e n
(g|N*Np) = o f o r  a l l  g e X .  So N*Np = 0 .  So p = ' 0 .  s i n c e  p e
S i m i l a r l y ,  t h e  r a n g e s  o f  N and  o f  N* a r e  d e n s e  i n  X . .We d e f i n e
U(/(N*N) ? )  = Ng f o r . a l l  § e X .  S i n c e  t h e  r a n g e  o f  N*N i s  d e n s e
i n  X ,  so i s  t h e  r a n g e  o f  /(N*N) . || /(N*N) g || ^ = (/(N*N) ? | / (N * N )g )
= (N*N§ | g ) = (Ng|Ng) = || Ng | | 2 . So U i s  i s o m e t r i c  a n d  w e l l -  
d e f i n e d .  F o r  c i n  t h e  com plex  n u m b e r s ,  we h a v e  U(c/"(N*N) g) = 
U(/(N*N) eg) = N (cg)  = "cNg . So U i s  c o n j u g a t e ,  hom ogenous .
S i n c e  t h e  r a n g e  o f  N i s  d e n s e  i n  X , we can  e x t e n d  U t o . a n  
a n t i - u n i t a r y  o p e r a t o r  hy  c o n j u g a t e . l i n e a r i t y ,  a n d  c o n t i n u i t y .
We now n e e d  t o  v e r i f y  t h a t  U commutes w i t h  N a nd  w i t h  N*.
We h a v e  t h a t  N and N* commute w i t h  /(N*N) . (UN)/(N*N) g =
lV(N*N) (Ng) = N(Ng) = N(U/(N*N)?)  = (UN) /(N*N) g .  So UN = NU
on a  d e n s e  l i n e a r  m a n i f o l d  o f  X  an d  h e n c e  on  a l l  o f  X .  S i m i ­
l a r l y ,  UN* -  N*U. |
The ahove  c o n s t r u c t i o n  i.s a n a l o g o u s  t o  t h e  u s u a l  p o l a r  decom­
p o s i t i o n  f o r  o p e r a t o r s ]  p .  284,  [ 3 ] .
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Lemma 2 . 7  L e t  U be  a n  . a n t i - u n i t a r y  o p e r a t o r  on V. L e t  <7 be  
a w e a k l y  c l o s e d  c o m m u ta t iv e  s y m m e t r i c  r i n g  w i t h  i d e n t i t y  
s a t i s f y i n g  U<7U* = & and  U2 . e . l7 .  L e t  9  . d e n o te  t h e  s e t  o f  p r o ­
j e c t i o n  o p e r a t o r s  o f  &. Then 9  = 9 Q © 9^ ® w^ e r e
1) P e 9  i m p l i e s  t h a t  UPU* = P
2 ) 9 2 = U ^ U *  o r  9 2 = (UP1U * |P 1 e 9 ± )
3) 9  3 9.. ,  9~  a l l  h a v e  maximum e l e m e n t  s .  i n  t h e  o r d e r  ono 1 2
p r o j e c t i o n s  s u c h  t h a t  T ^  <  T g  i s  e q u i v a l e n t  t o  T ^ T g  =
TgT^ = T ^ . M o r e o v e r  e a c h  9 ^ i s  t h e  s e t  o f  a l l  p r o j e c t i o n s  
i n  <7 l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  t h e  maximum p r o j e c t i o n  i n  9  
f o r  0 < i  < 2 .
N o t e :  T h i s  l e m m a  i s  s o  a l g e b r a i c a l l y  s i m p l e  t h a t  i t  c a n  p r o ­
b a b l y  b e  f o u n d  p r o v e n  m o r e  g e n e r a l l y  e l s e w h e r e .
P r o o f ;  L e t  7r (P )  = UPU*. S i n c e  UiTU* = Ct, we h a v e  11(9)  c  £>.
v2 (P) = tt(UPU*) = U2PU* 2 = PU2U* 2 = P s i n c e  U2 e a .
rv; rv
We c o n s i d e r  s u b s e t s  9  o f  9  s a t i s f y i n g  £ ^  i ^ P ^ 65
7r(P-j_) J - P g .  The  z e r o  p r o j e c t i o n  fo rm s  s u c h  a  s e t .  The u n i o n  
o f  a n  i n c r e a s i n g  t o w e r  o f  s u c h  s e t s  i s  a g a i n  su c h  a  s e t .  By 
th e  H a u s d o r f f  Maximal i i -y  P r i n c i p l e  (H .M .P . )*  t h e r e  i s  a  
maximal  s e t  9 ^  i n  t h e  c l a s s  o f  . a l l  The supremum o f  an  
i n c r e a s i n g  t o w e r  o f  p r o j e c t i o n s  i n  9  ^ i s  a g a i n  a  p r o j e c t i o n  
i n  9-^j s i n c e  Cl i s  w e a k l y  c l o s e d .  L e t  Q1 b e  a  .maximal p r o j e c ­
t i o n  i n  9^,  a g a i n  u s i n g  H .M .P.  . We c l a i m  t h a t  i s  t h e  
maximum o r  l a r g e s t  e l e m e n t  i n  9  . L e t  P e 9 ^ .  P-Q-^P i s  i n  
9 ^ s i n c e  (P-Q^P) < P and  P e 9^ ,  p 1 e 9 ,  P '  < P im p ly  P '  e
9^.  B u t  © (P-Q^P) > a n d  Q1 © (P-Q^P) i s  i n  9 ^ .  So
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P-Q-^P = 0 o r  P _< Q^. Thus i s  t h e  .maximum o r  l a r g e s t  e l e m e n t  
o f  0 ^ .  7r p r e s e r v e s  p r o d u c t s ,  d i r e c t  sums, a nd  h e n c e  o r d e r i n g  
. on 9 .  P e 0 ,  P < Q1 im p ly  t h a t  t t(P) < t t ^ ) ;  R e 0 ,  R J - 7r(Q1 ) 
im p ly  t h a t  r J _ t t ( P )  . So P e 0 ,  P < im p l y  t h a t  P e 0 - .^
ir^Q^) i s  t h e  maximum e l e m e n t  o f  tt(0-^) . We s e t  =
@2> we se-t  ^ ( ^ i )  = 0-2’ I f  P G &y  P — ^ 2  = 7r( ^ l ) *  t h e n  ^ ( P )
< m2 (Q1 ) = Q1 . So t t(P)  e 0^  and  tt2 (P)  = P e ' T r ^ )  = ^ 2 *
Now we l e t  ® Q2 ) = Q-0 * We s u p p o s e  t h a t  P e 0 ,
P < Qq . P-LQ1 , P J -Q 2 im p ly  t h a t  i r ( P ) J . Q 1 , i r (P )J_Q 2 s i n c e
O
^(Q-^) = Q2 and  tt(Q2 ) = tr (Q1 ) = Q-^. I n  o r d e r  t o  show t h a t  
ir(P)  = P f o r  P < Qq , P e 0 ,  we c o n s i d e r  7r ( P ) - i r ( P ) P .
i r [Tr(P)- i r (P)P]  -  P - i r ( P ) P .  B u t  [ P - t t ( P ) P ]  [ t t ( P ) - t t ( P ) P ]  -  
Ptt(P) - T r ( P ) P - i r (P )P + [ i r (P )P ] 2 = 0 
So t t [ t t (P )  - t t ( P ) P ]  _L[ir(P) - t t ( P ) P ]  . A l s o ,  t ( P ) - t t ( P ) P  and  P - t t ( P ) P  
a r e  o r t h o g o n a l  t o  and  Q2 s i n c e  b o t h  P and  7r(P)  a r e .  By t h e  
m a x i m a l i t y  o f  0^  and  o f  Q1 , we h a v e  t h a t  7r (P )  ~ t t(P)P = 0 = 
P - 7r ( P ) P .  So P = t ( P ) .  I n  s h o r t ,  P e 9 ,  P < Qq im p ly  t h a t  
t t(P)  = P .  Thus we l e t  0  = [P e & \p  < Qq ] .
I f  P e 0 ,  t h e n  P = QqP © Q^P © Q2P;  QqP e 0 Q, Q-j P^ e 0 ^ ,
Q2p e 0 2 -\
We a r e  now i n  a  p o s i t i o n  t o  p r o v e  a  r e p r e s e n t a t i o n  
t h e o r e m  f o r  n o r m a l  c o n j u g a t e  o p e r a t o r s .  As i s  o f t e n  t h e  c a s e ,  
t h e  e x a m p le s ,  su c h  a s  2 .5 1  and  2 . 5 2 , a r e  a n a l y z e d  f i r s t  and  
t h e  t e c h n i q u e s  o f  p r o o f  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  s t u m b le d  upon  
l a t e r .
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Theorem 2 . 8  L e t  N b e  a  n o r m a l  c o n j u g a t e  o p e r a t o r  on V. Then
t h e r e  i s  a  m ax im a l  .com m uta t ive  . . symmetric  r i n g  <3 s u c h  t h a t  on
M, t h e  m axim al  i d e a l  s p a c e  o f  <3, we h a v e  (N?)(m) -  g (m )5 (T (m ) )
f o r  §(m) e L (M,w) i s o m o r p h i c  t o  w h e re  T ' i s  a  m e a s u r e -
p r e s e r v i n g  t r a n s f o r m a t i o n  o f  M w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  m e a s u r e  M.
d e t e r m i n e d  by  some c y c l i c  v e c t o r  .§ . A l s o ,  we h a v e  |g ( m ) l  =
j g ( T ( m ) ) |  a l m o s t  e v e r y w h e r e  w i t h  r e s p e c t  t o  n .  M o re o v e r ,  t h e
2t r a n s f o r m a t i o n  T i s  s u c h  t h a t  T i s  t h e  i d e n t i t y  map on M;. 
g(m) i s  a  b ou n d e d  m e a s u r a b l e  f u n c t i o n .  E v e r y  su c h  m app in g  
o f  V i n t o  i t s e l f  i s  a  n o r m a l  c o n j u g a t e  o p e r a t o r .
P r o o f :  We assum e || N || < 1 .  L e t  sd = 71 .^ By lemma 2 . 6 , we
h a v e  sd = = 7?N*N = ■ L e t  % = Ve*d .  A l l  f u r t h e r
r e m a r k s  p e r t a i n  t o  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  N t o  K.  L e t  N = U/(N*N)-
f
a s  i n  lemma 2 . 6  . U commutes w i t h  N a n d  N*. U s in g  t h e  s p e c t r a l
2r e p r e s e n t a t i o n  t h e o r e m  f o r  t h e  n o r m a l  o p e r a t o r  N' , we w r x t e  
N2 = J * \  dP. , w he re  <3 i s  t h e  com p lex  p l a n e .  L e t  S> b e  t h e  s u b -  
s e t  o f  t h e  com plex  p l a n e  e x c l u d i n g  t h e  r e a l  a x i s ;  = 
{ x + i y |y ^ O j .  L e t  K^ _ = ( IdP^ ) K . L e t  K ^ = (J!^ ldP^ )K,  w h e re  
TR i s  t h e  r e a l  l i n e .  and  K ^ r e d u c e  N2 , and  K = 
by  t h e  s p e c t r a l  t h e o r e m .  We c l a i m  t h a t  ^  and  K ^ e a c h  r e d u c e  
t h e  c o n j u g a t e  o p e r a t o r  N. N2 = J\ \ ' d P .  = UN2U* = X , Fd(UP. U*) .Q? K v-x K
By t h e  u n i q u e n e s s  o f  s p e c t r a l  m e a s u r e ,  c f .  p .  71.>[1]j  we h a v e  
t h a t  P(A) = UP(A)U* f o r  A a  B o r e l  s u b s e t  o f  I f  A 1 i s  a  
s u b s e t  o f  , t h e n  we h a v e  t h a t  UP(A')U* = P ( A ' ) *  L e t  =
J ^ .  Q ldP^ = P(A1 ) ,  w h e re  = [\€<3|lm \  < 0 ] .  L e t  Q2 =
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cTjjn x > 0  l d P X = P ( ^ 2 ^  w h e r e  4 2 = X > 0} . Thus  UQ-jU*
= Q2 . A l s o ,  0 u r  p l a n  i s  t o  d e a l  witJ:i
and  s e p a r a t e l y  b u t  a n a l o g o u s l y .
F i r s t ,  we c o n s i d e r  ® Q g ^ l ^  wliere  e a c ^
2
summand i s  a  r e d u c i n g  s p a c e  f o r  N . S i n c e  U commutes w i t h  N
a nd  N*, i t  f o l l o w s  t h a t  UP commutes w i t h  Np and  N*^ = (NP ) * ;
PQ l ( ^ l )  a n d  0,2 ( ^ i )  b o t h  r e d u c e  U s i n c e  t h e y  a r e  b o t h  s p e c t r a l  
2s u b s p a c e s  o f  N . L e t  .3-^ b e  t h e  w e a k l y  c l o s e d  s y m m e t r i c  commu­
t a t i v e  r i n g  g e n e r a t e d  by  NP a n d  UP . /"(N*N) = e.S.^ .
2 2 2 2 S i n c e  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  p r o d u c t s  o f  U , U* , N , . . a n d  N*
a r e  w e a k l y  d e n s e  i n . j ® ^  we h a v e  US-^U* = J3^. Now we w i l l  show
t h a t  we c a n  e x t e n d  B^ t o  a  m ax im a l  c o m m u ta t iv e  symrr:-'; t r i e
o v e r r i n g  <2^  on K-  ^ s a t i s f y i n g  UZ7^U* = <2 .^
2 2S i n c e  commutes w i t h  b o t h  U a n d  N , we tni v ' chac
/?1 [ Qf ( ^ i ) \1‘ c  • We p i c k  ^  o f  norm  o n e  i n  Q1 (>C1 ) . I f
( M ^ _ )  ^  t h e n  we p i c k  £ 2 o f  norm  one  i n  t h e  s u b s p a c e
f Q l ( ^ i ) )  ©  r» i 'C iJ  * U s i n g  t h e  sym m etry  o f  t h e  r i n g  B^,  i t  i s
e a s y  t o  s e e  t h a t  JL IB^Q2 } .  P r o c e e d i n g  i n  t h i s  f a s h i o n
and  e m p lo y in g  t h e  H a u s d o r f f  . .M a x im a l i ty  P r i n c i p l e ,  we can
00 ___________
w r i t e  Q1 ( ^ 1 ) = 3 w h e r e  e ^ i ( ^ i )  f o r  1 < 1 < 00 •
S i n c e  UQ^U* = Qg , we h a v e  U ^ U * ^ )  = Q2 ( * l )  ‘ s t n c e  u * ( ^ i )  = 
i t  i s  t r u e  t h a t  UQ1 (?C1 ) = Q2 ( ^ 2.) • b e  t l l e  p r o j e c t i o n
o p e r a t o r  w i t h  r a n g e  j_} f o r  1 < i  < « .  Then R^ commutes
w i t h  B^ s i n c e  r e d u c e s  B , f o r  1 < i  < °°. We c l a i m  t h a t
URUJ* i s  t h e  p r o j e c t i o n  o n t o  {<5^U£ f o r  1 < i  < 00. L e t  B e 
B^.  L e t  B = UB'U*, w h e r e  B ’ e B^.  Then  we h a v e :
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UR.U*BU£ . = UR.U*UB'U*UC . = UR.B'C . =
X J . X J  x  J
0 i f  i  /  j
UR.B 'C1 i f  i  = j
B u t  U R - B ^  = UB,Ci  = u S u * ^  = B U ^ .  So URHJ* i s  t h e  p r o j e c -  
■ 00 _ _  
t i o n  o n t o  f o r  1 < i  < <», and  { ^ U C ^ ) .
We a d j o i n  a nd  { U R H J* } /^  t o  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  t h e
r i n g  3^  t o  The weak c l o s u r e  o f  t h i s  new r i n g  i s  c a l l e d
00 00 A
tf, . C l e a r l y  Utf,.U* =.#■->. C l h a s  ( £ 2" £ .  + S 2~1UQJ.)  a s  a1 1 ± X jL-l 1 i =l  X
c y c l i c  v e c t o r .  So <7^  i s  a  m axim al  c o m m u ta t iv e  s y m m e t r i c  
r i n g  on K-y. The r e s t r i c t i o n  o f  /(N*N) t o  K-  ^ i s  i n  <7 ;^ t h e
p
r e s t r i c t i o n  o f  U t o  i s  i n  d  h y  d e f i n i t i o n  o f  3 ^ .
Now we c o n s i d e r  = ( J ^ l d F ^ ) ^ .  K3 r e d u c e s  U a n d  N2
s i n c e  ^  d o e s .  Hence  r e d u c e s  N = U /(N *N ) . The r e s t r i c t i o n
2
o f  N t o  K^ i s  H e r m i t i a n ,  s i n c e  i t  h a s  r e a l  s p e c t r u m .  The 
f o l l o w i n g  r e m a r k s  a p p l y  t o  K3 and  r e s t r i c t i o n s  o f  o p e r a t o r s  
o r  o f  c o n j u g a t e  o p e r a t o r s  t o  K^.
N = U/(N *N ).  N2 = U2N*N. N* = /(N*N)U* = U*/(N*N) .
N* 2 = U*2N*N. N*N^o i s  d e n s e  i n  s i n c e  N*NK i s  d e n s e  i n
o o p  o
K and  K 3 r e d u c e s  N*N. Thus N = N* = U (N*N) = U* (N*N)
i m p l i e s  t h a t  U2 = U*2 . So U2 i s  H e r m i t i a n  on . L e t  U2 =
h 2
P i  -  P^j  w h e re  P^ © P^ i s  t h e  p r o j e c t i o n  o n t o  . U -  U =
P ^ .  -  Pg = P-^. So and  P^ commute w i t h  N and  w i t h  U.
P1 ^ 3 ^  an(  ^ p 2 ^ 3 ^  rec iuce  N and U. U2= 1 on an d  h e n c e
U = U* on . Thus N = N* on Px ( ^ 3 ) , U2 = -1  o r  U = -U*
on P 2 (>C3 ) . So N = -N* on P2 ( ^ 3 )
^8
On we h a v e  N = N * . By t h e o r e m  2 . 1 ,  t h e r e  i s  a
2
m axim al  c o m m u ta t iv e  sy m m e tr ic  r i n g  t?2 c o n t a i n i n g  N on P ^ ( ^ )  •
F o r  H e 3 ^ ,  H H e r m i t i a n ,  we ..have HU ='i UH o r  NH = HN on P^(K^) .
On s i t u a t i o n  i s  s l i g h t l y  more d i f f i c u l t .  We
n o t e  t h a t  N = -N* on P2 ( K ^ ) . F o r  ? e P2 ( ^ 3 ) ,  ( N g |g )  = (N * S |? )
= - ( N § | ? ) .  So ( N ? |g )  = 0 .  (F 2n ? |N g )  = (Nn Nn ? | N ? ) = (N*n N5|Nn 5)
-  [ - l ] n (Nn N§lNn ! )  = [ - l ] n (NNn 5 |N n ? )  = 0 .  So i f  P ( x )  i s  a  p o l y ­
n o m i a l ,  we h a v e  (P(N 2 ) ? |N 5 )  = 0 . We r e c a l l  t h a t  B^ i s  t h e
2w e a k ly  c l o s e d  sy m m e t r i c  c o m m u ta t iv e  r i n g  g e n e r a t e d  by  U and 
N2 . We h a v e  f o r  § e P2 ( ^ 3 ) • Now/(N*N) e B^ , and
N = /(N*N) U. So Now we a r e  i n  a  p o s i t i o n  t o  c o n ­
s t r u c t  an  o v e r r i n g  o f  t h e  r i n g  B^ r e s t r i c t e d  t o  a s  we
d i d  w i t h  B^ r e s t r i c t e d  t o
We f i x  5-  ^ o f  norm one  i n  P 2 ( ^ 3 ) • L e t  S-  ^ b e  t h e  p r o j e c t i o n  
o n t o  • S i n c e  B-  ^ i s  s y m m e t r i c  and  US^-L C®]_5]_3* we h a v e
f ^ l ^ i J - L  [ # i ? i ]  . We c l a i m  U S ^ *  i s  t h e  p r o j e c t i o n  o n t o  } .
{ ^ U ^ }  = {U/91g 1 ) = U{®1? 1 ) .  I f  § - L [ ^ 1U?1 3, t h e n  g j L u O ® ^ )  o r  
U*?JL {jS-l? ) . So S-j^U*? = 0 = US-jU*? . I f ,  on t h e  o t h e r  h a n d ,
§ e { ^ U g - ^  = Uf/S1? 1 3, t h e n  U*? e S^U*? = U*? . So
US-jU*? = ? .
Now we c h o o s e  o f  norm one  i n  © {#-]_US^}]t
w h e re  we t a k e  t h e  o r t h o g o n a l  com plem ent  i n  P2 ( ^ 3 ) • S i n c e
[ # l § l ]  © r e d u c e s  t h e  r i n g  B- }^ N, and  U, we c an  r e p e a t
t h e  abo v e  a rg u m e n t  t o  o b t a i n  f/?1 ? 2 )«L[#-1U?2 l a n d  S2 ,US2U* a s
t h e  p r o j e c t i o n s  o n t o  t h e s e  s u b s p a c e s .  By a  m a x i m a l i t y  a rg u m e n t ,
00  —  00 -------------------------------
we can  w r i t e  P p ( ^ J  = X  ® w h e re  t h e  norm
 ^ X —1 T = l_
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o f  5^  i s  o n e  f o r  1 < i  < °°. We l e t  S^ b e  t h e  p r o j e c t i o n  o n t o
[ /? ,§ .}  f o r  1 < i  < «>. Then  US.U* i s  t h e  p r o j e c t i o n  o n t oJ- 1 1 1
f o r  1 < i  < ° o .  We a d j o i n  a n d  r e s t r i c ­
t i o n  o f  t h e  r i n g  B .L t o  P^(K^ ) . We d e n o t e  t h e  weak c l o s u r e  o f
t h i s  s y m m e t r i c  c o m m u t a t iv e  o v e r r i n g  h y  2^,. Then.  E 2 § .  +
■3 1 = 1  1CO •
E 2 -  U£. i s  a  c y c l i c  v e c t o r  f o r  2 ~ .  So 2 „  i s  a  m ax im al  commu
i = l
t a t i v e  s y m m e t r i c  r i n g  on P g t ^ )  • Utf^U* = ^  ^  c o n s t r u c t i o n .
We h a v e  2^  on  K- >^ 2 ^  on P ^ K ^ ) *  a n d  <27^  on  eac i l
r i n g  m ax im a l  c o m m u t a t iv e  s y m m e t r i c  on i t s  s u b s p a c e .  L e t  <3 =
2^  © © 2^  • & i s  a  m ax im al  c o m m u ta t iv e  s y m m e t r i c  r i n g  on
K .  S i n c e  K- »^ P - jJ?^)*  a n d  ^ 2 ( ^ 3 ) eacl1 r e d u c e  U, and- Utf^U* =
<27^ - f o r  1 < i  < 3i  we h a v e  U£7U* = 2 ,  A l s o ,  and  /(N*N) a r e  
b o t h  i n  7 .
We a r e  now r e a d y  t o  a p p l y  lemma 2 . 7  t o  7  and  9 ,  t h e  s e t  
o f  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r s  o f  2 .  We c an  w r i t e  9  = 9 q © 9^  © 9^  
w h e re  P e 9  i m p l i e s  UPU* = P, P e 9^  i m p l i e s  UPU* e 9 ^ ,  and  
P e i m p l i e s  UPU* € 9 ^ .  L e t  S , S-^, a nd  Sg b e  t h e  maximum 
p r o j e c t i o n s  o f  9  } 9 ^ ,  a n d  9 g r e s p e c t i v e l y .  We c h o o s e  0Q o f  
norm [ / 3 ] -1 and  c y c l i c  f o r  S on We c h o o s e  0^ o f  norm
.[ /3 ]"1 a nd  c y c l i c  f o r  S-L(7S1 on S ^ .  Now || US;L || = [ /3 ] " 1 .
S i n c e  US-^U* = Sg, we h a v e  U S ^  = Sg^ and  US-  ^ = SgU. We f i n d :
s 2^SgU01 = Sg£7us1e 1 = s 2crue1 = s 2 (w ru*)ue1 = S g U ^  =
S g U s ^  = SgXT.
So U01 i s  c y c l i c  f o r  SgtfSg on  S2 ^ ’ F o r  P € ®13 ^  h o l d s  t h a t  
(P0 1 l©1 ) = (uP01 |u e 1 ) = (upu*(U01 ) |u 0 1 ) . L e t  5 = e 0 e e1 © ue1 .
L e t  M b e  t h e  m ax im al  I d e a l  s p a c e  o f  2 .  and l e t  u b e  t h e  r e g u l a r
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B o r e l  m e a s u r e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c y c l i c  v e c t o r  §Q. We l e t  
T d e n o t e  . the  map o f  c l o p e n  s e t s  o f  M w h ic h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  
m apping  o f  P t o  UPU* f o r  P e i f  £ (m )  = x^ (m) and  (UPU*) (m) 
== f (m) w h e r e  A and A ' a r e  c l o p e n  s e t s  i n  M, we s e t  T(A) =
A ' . By c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  c y c l i c  v e c t o r  n a m e ly ,  s i n c e  
(P01 | e i ) = (UPU*(U01 ) l u e ^  f o r  P e &, we h a v e  t h a t  h (A )  =
l-i(T[A]) f o r  A c  M, A c l o p e n .  S i n c e  t h e  c l o p e n  s e t s  o f  M fo rm  
a  c o m p le t e  s e t  o f  r e p r e s e n t a t i v e s  f o r  t h e  m e a s u r e  a l g e b r a  o f  
(M ,p ) ,  we s e e  t h a t  T i n d u c e s  a n  a u to m o r p h i s m  o f  t h e  m e a s u r e  
a l g e b r a .  M o r e o v e r ,  we c a n  d e f i n e  T i n  a  p o i n t w i s e  . f a s h i o n  i n  
t h e  f o l l o w i n g  way. I f  m e M, t h e n  UmU* e M. I f  m i s  a  m ax im al  
I d e a l  and  P e 9 ,  then  P e m i f  a n d  o n l y  i f  UPU* e UmU*. Or 
P(m) = 0 i f  a n d  on ly  i f  (UPU*1) (UmU*) = 0 .  So i f  we d e f i n e  
T(m) = UmU*, t h e n  t h e  p o i n t w i s e  map a g r e e s  w i t h  t h e  s e t  map 
T; and h e n c e  t h e  same n o t a t i o n  i s  j u s t i f i e d .
We h a v e  5 Q(m) = 1 f o r  a l l  m e M. L e t  f (m )  = (U§0 ) ( m ) .
Wow UP = (UPU*)U, so U(X^) = XT ( £ ) U f o r  A c l o p e n ,  o r
U (X ^)(m )?D(m) = (XT(A) ) (m)(U?Q) ( m ) . S i n c e  U i s  a n t i - u n i t a r y ,
we h a v e  t h a t  1! U(x^) (m) || 2 = |i (A ) = j I f  (m) | 2d|J (m) =
M-(T[A]). So | f ( m ) |  = 1 a l m o s t  e v e r y w h e r e .  I f  .S a -X A €i = l  1
L (M , | i ) ,  we h a v e :
- J ^ V  -  J i b  f iT ( i i ) (m) ■
f  ( m) i = i a i^T (A i ) ’
By c o n t i n u i t y  .and l i n e a r i t y ,  we h a v e  (U§)(m) = f ( m ) ? ( T [ m ] )  
f o r  ?(m) e L2 (M ,d) .  Now N = U/(N*N) = /(N*N) U. So (N?)(m) =
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{/(N*N))(m) f (m )  S ( T [ m ] ) .  L e t  g;(m) = (/(N*N))(m) f(m) . Then 
(NS)(m) = g ( m ) ? ( T [ m ] ) .  (N ? in )  -  J ^ g ( m )  5 (T[m] ) ^ ) d u  (m) = 
v £ g ( T [ m ] )  ? ( m ) n ( T [ m ] ) d h ( m )  = (N*ri |5)  f o r  a l l  ? , n  e K.
Thus (N*S)(m) = g ( T [ m ] ) ? ( T [m ] ) .
S i n c e  N*N? = NN*S, we h a v e  g ( T [ m ] ) g ( T [ m ] ) 5 ( m )  = g (m )g (m }5 ^  
So | g ( T [ m ] ) |  = | g (m ) |  a l m o s t  e v e r y w h e r e  w i t h  r e s p e c t  t o  | i .
F o r  c o m p l e t e n e s s '  s a k e ,  we c o u l d  a d j o i n  t o  (2 a n y  m axim al  
c o m m u ta t iv e  sy m m et r ic  r i n g  on =£ = 7?^, d e f i n i n g  f  t o  h e  t h e  
z e r o  f u n c t i o n  and  T t o  b e  t h e  i d e n t i t y  map on t h e  maximal 
i d e a l  s p a c e  o f  t h e - a d j o i n e d  r i n g . i
CHAPTER I I I
THE INVARIANT SUBSPACE PROBLEM
We now c o n s i d e r  t h e  w e l l  known q u e s t i o n  o f  w h e t h e r  e a c h  
b o u n d e d  o p e r a t o r  on a  c o u n t a b l y  i n f i n i t e  d i m e n s i o n a l  H i l b e r t  
s p a c e  h a s  a  n o n - t r i v i a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e .  We s u p p o s e  t h a t  
t h e  a n s w e r  i s  no  a n d  a t t e m p t  t o  f i n d  c a n d i d a t e s  f o r  .an exam­
p l e  o f  an  o p e r a t o r  w i t h o u t  .a n o n - t r i v i a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e .
L e t  S b e  an  o p e r a t o r  on U w i t h o u t  a  n o n - t r i v i a l  i n v a r i a n t  
s u b s p a c e .  L e t  S = UA,_ w h e re  UA i s  t h e  p o l a r  d e c o m p o s i t i o n  o f
S .  We c l a i m  t h a t  i n  t h i s  c a s e  U i s  u n i t a r y .  S i n c e  i s  i n v a r ­
i a n t  u n d e r  S, we h a v e  71 ^  = { 0 ] .  S i n c e  71 ^  ~ c  we
h a v e  71^  = {0} .  S i n c e  ^  = ~R we h a v e  ^  = V .  S i n c e  R^ i s  
i n v a r i a n t  u n d e r  S, i t  h o l d s  t h a t  R^ = V = R Thus U i s  a  
p a r t i a l  i s o m e t r y  w i t h  dom ain  s p a c e  V and  r a n g e  s p a c e  V.  H ence  
U i s  u n i t a r y .
I f  S h a s  no  n o n - t r i v i a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e ,  t h e n  U a n d
A h a v e  no  common n o n - t r i v i a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e .  I n  t h i s  c h a p -
r ■> 4t e r  we g i v e  f o u r  e x a m p le s  o f  o p e r a t o r s  h a v i n g  d e n s e
r a n g e  and  z e r o  n u l l - s p a c e  s u c h  t h a t  S^ h a s  p o l a r  d e c o m p o s i t i o n
U.A. w h e re  U. and  A. h a v e  n o  common n o n - t r i v i a l  i n v a r i a n t  1 1  i  i
s u b s p a c e .  A t  l e a s t  one  o f  t h e  e x a m p le s  t o  b e  g i v e n  h e r e ,  t h e  
f i r s t ,  i s  w e l l  known.
To c o n s t r u c t  t h e s e  e x a m p le s ,  we n o t e  t h e  f o l l o w i n g  f a c t s .  
I f  A i s  a  H e r m i t i a n  o p e r a t o r  on V s u c h  t h a t  A g e n e r a t e s  a  
m ax im al  c o m m u t a t iv e  s y m m e t r i c  r i n g  <^(A) i n  t h e  weak  o p e r a t o r
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t o p o l o g y ,  t h e n  e v e r y  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f o r  A c o r r e s p o n d s  t o  
a  p r o j e c t i o n .i n  # ( A ) . F o r  I f  K i s  i n v a r i a n t  u n d e r  A and  h e n c e  
u n d e r  A* = A, t h e n  P^A = AP^, w h e r e  P^ i s  t h e  p r o j e c t i o n  o n t o  
K.  Thus i s  i n  <7(A) i n a s m u c h  a s  C7(A) i s  g e n e r a t e d  Toy A.
I f  U i s  a  u n i t a r y  o p e r a t o r  s u c h  t h a t  t h e r e  i s  a  s e q u e n c e  
^ ^ p ^ p - l  ofl PC’s i - t i v e  i n t e g e r s  f o r  w h ic h  UnP c o n v e r g e s  t o  U* i n  
t h e  s t r o n g  t o p o l o g y  and  s u c h  t h a t  U and  U* g e n e r a t e  a  m ax im al  
c o m m u ta t iv e  s y m m e t r i c  r i n g  Ct{U) i n  t h e  weak t o p o l o g y ,  t h e n  
a g a i n  e v e r y  sub s p a c e .  *£ i n v a r i a n t  u n d e r  U c o r r e s p o n d s  t o  a  
p r o j e c t i o n  i n  # ( U ) . The same c o n c l u s i o n  h o l d s  i f  we r e p l a c e  
UnP b y  a  n e t  o f  p o l y n o m i a l s  i n  U o r  b y  a  n e t  o f  c o n t i n u o u s  
o r  B o r e l  f u n c t i o n s  o f  U w h i c h  c o n v e r g e s  s t r o n g l y  t o  U * .
Thus some o p e r a t o r s  h a v e  an e a s i l y  d e s c r i b e d  s e t  o f  
i n v a r i a n t  s u b s p a c e s .  We a r e  l e d  t o  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n .  
D e f i n i t i o n  3»0 An o p e r a t o r  W on H i s  s a i d  t o  b e  c o m p l e t e l y  
n o r m a l  i f  and o n l y  i f  e a c h  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f o r  W i s  a  
r e d u c i n g  s u b s p a c e  f o r  W.
C l e a r l y  an  o p e r a t o r  W i s  c o m p l e t e l y  n o r m a l  i f  and o n l y  
i f  W* i s  c o m p l e t e l y  n o r m a l . E v e r y  H e r m i t i a n  o p e r a t o r  i s  
c o m p l e t e l y  n o r m a l .  We h a v e  no  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  w h ic h  
n o r m a l  o p e r a t o r s  a r e  c o m p l e t e l y  n o r m a l .  We b e l i e v e  t h a t  
t h e r e  e x i s t  n o n - n o r m a l  c o m p l e t e l y  n o r m a l  o p e r a t o r s ,  b u t  we 
h a v e  no  e x a m p le s  known t o  b e  s u c h .  An o p e r a t o r  w i t h o u t  a  
n o n - t r i v i a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  w o u ld  b e  an  ex am p le .
Lemma 3*1 A u n i t a r y  o p e r a t o r  U i s  c o m p l e t e l y  n o r m a l  i f  and
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o n l y  i f  f o r  e a c h  s u b s p a c e  K s u c h  t h a t  i t  i s  t r u e  t h a t
U K = K .
P r o o f :  We s u p p o s e  t h a t  U i s  c o m p l e t e l y  n o r m a l ;  l e t  K b e  s u c h  
t h a t  UK<^K . I f  S e ^ © U * f ,  t h e n  C J .U * '  i m p l i e s  t h a t  U*5-LK. 
Thus § = 0 o r  UV = Y .
Now we s u p p o s e  t h a t  U i s  su c h  t h a t  XlXQ.K i m p l i e s  t h a t  
\3K = K .  L e t  ^  b e  i n v a r i a n t  u n d e r  U.. Then = ^ , U * U ^  =
U* K-  ^ , and  = U* ^ 1 • So ^  r e d u c e s  U, a n d  U i s  c o m p l e t e l y  
n o r m a l . |
Lemma 3 . 2  I f  N i s  a  n o r m a l ,  c o m p l e t e l y  n o r m a l  o p e r a t o r  su ch  
t h a t  N and  N* g e n e r a t e  a  m axim al  c o m m u ta t iv e  sy m m e tr ic  r i n g  
# (N )  i n  t h e  weak t o p o l o g y ,  t h e n  t h e  p r o j e c t i o n  o n to  e a c h  
i n v a r i a n t  s u b s p a c e  o f  N i s  an  e l e m e n t  o f  ,<7(N) .
P r o o f :  L e t  N ^c^ t f  • l e t  P b e  t h e  p r o j e c t i o n  o n t o  K.  
i m p l i e s  t h a t  PNP = NP. S i n c e  N i s  c o m p l e t e l y  n o r m a l ,  i t  h o l d s  
t h a t  NP = PN, N*P = PN*, and  P e C?(N) b y  t h e  m a x i m a l i t y  o f  
rf(N).  |
We now d e f i n e  some c o m p l e t e l y  n o r m a l  u n i t a r y  o p e r a t o r s  
w h ic h  w i l l  b e  u s e d  i n  c o n s t r u c t i n g  t h e  c a n d i d a t e s  f o r  an  
exam p le  o f  an  o p e r a t o r  w i t h o u t  an  i n v a r i a n t  s u b s p a c e .
C o n s i d e r  t h e  m e a s u r e  s p a c e  { [0 ,  2tt] , | i  ) ,  w he re  H i s  L e b e sg u e  
m e a s u r e .  I f  0 e , l e t  'q b e  s u c h  t h a t  0 < 'g < 2tt, . and  0 i s
rv
c o n g r u e n t  t o  6 modulo  2tt, F o r  6 e [ 0 , 2ir],  l e t  T (0)  = ( 0 - 1 ) .
T i s  a  m e a s u r e - p r e s e r v i n g  e r g o d i c  t r . a n s f o r m a t i o n ;  p .  2 5 - 3 0 ,  [ 2 ] .  
T (0 )  = ( 0 + 1 ) .  (Tn ( 0 ) ) n” Q i s  d e n s e  i n  [ 0 , 2 tt] i n  t h e  u s u a l
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I n t e r v a l  t o p o l o g y .  T r a n s l a t i o n  o f  f u n c t i o n s  i s  c o n t i n u o u s  i n
o P27T. ~  p
L ( [ 0 , 2 m ] ) ,  J  | f ( 0 ) - f ( 0+ a ) |  d0 g o e s  t o  z e r o  a s  a  g o e s  t o
2, e r o .  I n  t h e  f i r s t  ex am p le ,  we w i l l  d e f i n e  U-^f(0) = f ( T [ 0 ] )
f o r  f  e L ^ ( [ 0 , 2  i r ] ) . U1 i s  a  u n i t a r y  o p e r a t o r  j U ^ f ( 0 )  = ‘f ( T  ^[0]).
S i n c e  {Tn ( 0 ) ) n“ 0 i s  d e n s e  i n  [ 0 , 2 m], we c an  f i n d  a  s e q u e n c e
o f  i n t e g e r s  (k ) ”  s u c h  t h a t  | t  ^ ( 0 )  -  T’"1 ( 0 ) |  g o e s  t o  z e r o
kp
a s  p g o e s  t o  i n f i n i t y .  Thus U-^ c o n v e r g e s  s t r o n g l y  t o  UJ, 
a n d  i s  c o m p l e t e l y  n o r m a l .
Our f i n a l  c o m p l e t e l y  n o r m a l  u n i t a r y  o p e r a t o r  d e p e n d s  
on a n a l y t i c  f u n c t i o n  t h e o r y  r a t h e r  t h a n  e r g o d i c  t h e o r y .  We 
c l a i m  t h a t  f o r  a  s u c h  t h a t  0 < a  < 2m, t h e  sp a n  o f  f e i n ^ ) n^  
i s  d e n s e  i n  t h e  c o n t i n u o u s ,  f u n c t i o n s  on [ 0 , a ]  u n d e r  t h e  
supremum norm. The p r o o f  d e p e n d s  on t h e o r e m s  3*9 and  3 - 6  and  
cn  c o r o l l a r y  3*3*1 o f  [ 6 ] .  I f  t h e  s p a n  o f  i s  n o t
d e n s e  i n  t h e  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  on [ 0 , a ] ,  t h e n  t h e r e  i s  a  
r e g u l a r  B o r e l  m e a s u r e  g i v e n  by  cp, a  n o r m a l i z e d  f u n c t i o n  o f  
b o u n d e d  v a r i a t i o n  on [ 0 , a ]  su c h  t h a t  m e dcp = 0 f o r  n  > 1 .
L e t  k = cp(0+ ) -  cp(0) . We d e f i n e  i|f a s  f o l l o w s :  
cp ( 0 ) -  2 - 1 k f o r  0 < 0 < a
2 - 1 [cp(a) -  it1 ( a - ) ]  -  2 “ 1k  f o r  0 = a
=ai  . . -1cp(a) -  2 k  f o r  a  < 0 < 2m 
cp(0 ) f o r  0 = 0 , and  cp(a) f o r  0 = 2ir 
Thus ill i s  a  n o r m a l i z e d  f u n c t i o n  o f  b o u n d e d  v a r i a t i o n  su c h  
t h a t  /  e^n ®di|f = 0 f o r  n  > 1 .  By t h e o r e m  3*9 o f  [ 6 ] ,  i]i i s  
a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  and  i|f 1 ( 0 ) = l i m  - , g ( r e i n 0 ) a l m o s t  
e v e r y w h e r e ,  w i t h  g a n a l y t i c  and  b e s c h r a n k t a r t i g e  b y  t h e o r e m  3*6 .
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(0 )  = 0 f o r  ot < 0 < 2tr. So b y  c o r o l l a r y  3 . 3 - 1  o f  [ 6 ] ,  g s 0 . 
Thus   ^ = 0 ,  and  ip = 0 .  So ( e l n ^}n” i. a r e  d e n s e  i n  t h e  c o n t i n ­
u o u s  f u n c t i o n s  on [ 0 , a ]  f o r  0 < a  < 2tt.
Hence  t h e  s p a n  o f  ( e i a n 0 }n” 1 i s  d e n s e  i n  t h e  c o n t i n u o u s  
on [Oj27t] i n  t h e  supremum norm f o r  0 < a  < 2tt.  We f i x  a  b e tw e e n
0 and  2tt.  F o r  f  e L2 ( [ 0 j 2 t t ] ) ,  we d e f i n e  U^f(&) = e^a ^ f ( 6 ) .  U^
XCtQi s  u n i t a r y .  S i n c e  p o l y n o m i a l s  i n  e c a n  b e  f o u n d  t o  a p p r o x i -
— i Q m f )m a te  e i n  t h e  supremum norm, we know t h a t  t h e s e  p o l y n o m i a l s  
i n  a p p r o x i m a t e  U* i n  t h e . o p e r a t o r  no rm .  So i s  c o m p l e t e l y  
n o r m a l .
Exam ple  1 As we s a i d  e a r l i e r ,  we d e f i n e  U-^f(0) = f ( 0 - l )  = 
f  ( T [ 0 ] )  f o r  f  e L2 ( [ 0 , 2 t r ] ) .  L e t  Axf ( 0 )  = 0 f  (0 )  . By t h e  
W e i e r s t r a s s  a p p r o x i m a t i o n  t h e o r e m ,  t h e  norm  c l o s u r e  o f  t h e  
r i n g  g e n e r a t e d  b y  A^ c o n t a i n s  a l l  o p e r a t o r s  g i v e n  b y  m u l t i ­
p l i c a t i o n s  b y  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  w h ic h  v a n i s h  a t  z e r o .
Hence  t h e  w e a k l y  c l o s e d  r i n g  g e n e r a t e d  b y  A-^  i s  L°°( [0 ,  2tt] ) ,  
a  m axim al  c o m m u ta t iv e  s y m m e t r i c  r i n g ;  p . 352,  I V , [ 3 ] .  By 
lemma 3 - 2 , e a c h  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  o f  A-  ^ c o r r e s p o n d s  t o  a 
B o r e l  s u b s e t  E o f  [ 0 , 2ir] and  i s  t h e  s u b s p a c e  o f  s q u a r e -  
summable f u n c t i o n s  w h ic h  a r e  s u p p o r t e d  on E. S i n c e  T c o r r e s ­
p o n d i n g  t o  U-^  i s  e r g o d i c  on [0 ,27r ] ,  t h e  o n l y  s u b s e t s  F o f  
[ 0 , 2 7r] s u c h  t h a t  T- ^ ( F )  = F a r e  su c h  t h a t . l i ( F )  i s  e q u a l  t o  
0 o r  t o  2tt, w h e re  q d e n o t e s  L e b e s g u e  m e a s u r e .  So and  A-^  
h a v e  o n l y  t r i v i a l  common I n v a r i a n t  s u b s p a c e s .
We g i v e  a  s e c o n d  p r o o f  o f  t h i s  f a c t ,  u s i n g  t h a t  U-  ^ i s
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, . t TT i n  0 i n T ( 0 )  i n ( 0 - l )c o m p l e t e l y  . n o r m a l . S i n c e  XJ-^ e = e v ’ = e v ■ ' =
“ "in *i ne e , U-  ^ h a s  a  c o m p l e t e  o r . th o n o rm a l  s e t  o f  e i g e n v e c t o r s  
w i t h  d i s c r e t e  e i g e n v a l u e s .  Thus i f  Pn  i s  t h e  p r o j e c t i o n  o n t o
*1 vi QJ [ e  } f o r  -oo < n < <», we h a v e  i s  i n  t h e  w e a k l y  c l o s e d
r i n g  g e n e r a t e d  b y  ^  a n d  U*. So b y  lemma 3 - 2 ,  e a c h  i n v a r i a n t
s u b s p a c e  f o r  th  i s  o f  t h e  fo rm  ? ( e ^ n 0 } _ T, w h e re  J  i s  a  s u b -  .l ne j
s e t  o f  t h e  i n t e g e r s .  S i n c e  | e l n 0 | = 1 f o r  0 e [ 0 , 2 i r] and 
-oo < n  < °o ,  o u r  p r e v i o u s  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h e  i n v a r i a n t  
s u b s p a c e s  f o r  A1 shows t h a t  and  A-^  h a v e  no  common n o n ­
t r i v i a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e .  We n o t e  t h a t  A^ h a s  no e i g e n ­
v e c t o r s  and  t h a t  h a s  a  c o m p l e t e  s e t  o f  e i g e n v e c t o r s .  We 
s e t  S^ = ^ i ^ i • r e f e r  ^he  r e a d e r  t o  [4 ]  f o r  a  more c o m p l e t e  
d i s c u s s i o n  o f  t h i s  t y p e  o f  o p e r a t o r .
Example  2 I n  t h i s  exam p le  b o t h  U2 and  Ag h a v e  a  c o m p l e t e
s e t  o f  e i g e n v e c t o r s .  L e t  V = 7 { e ^ n ^ ] n” Q = H ^ ( [ 0 , 2 tt] ) .  L e t
b e  t h e  skewed b a s i s  w i t h  r e s p e c t  t o  f e 1110] ^ ^ ;  t h i s
c o n s t r u c t i o n  was g i v e n  i n  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  c h a p t e r  on
p a r t i a l  i s o m e t r i e s .  We c l a i m  t h a t  a  s u b s p a c e  K o f  t h e  fo rm
?(' = 7 { e i n 0 } , = 7 f n  .) . w h e re  A and  B a r e  s u b s e t s  o f  t h e
a j  J ^
I n t e g e r s ,  i s  e i t h e r  (0 )  o r  V. I f  K ^  {0}, we n o t e  t h a t
(e°|n •) /  0 for each j-e B; for (e°(n .) / 0 for 0 < j < °o 
J J
b y  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  skewed b a s i s .  S i n c e  K i s  o f  t h e  fo rm  
7 { e i n 0 ] fl, we h a v e  t h a t  e °  e K o r  e®J-K. I f  B i s  n o n - e m p ty ,lie H
we h a v e  e °  e K.  S i n c e  K i s  o f  t h e  fo rm  7 ( n  .} . „ ,  we h a v e  t h a t
j  <j£.tj
n • e K o r  f o r  0 < J < 00 • S i n c e  e °  e K a n d  ( e ° | n  .) ^  0
J J J
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f o r  0 < j  < ooj we h a v e  p ■ e X , So K  = V.J
We l e t  U2 h e  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  t o  H2 ( [ 0 , 2 7 r ] ) = 
^ { e i n 0 ]n” o , a  s u b s p a c e  o f  w h ic h  r e d u c e s  . [ F o r
a n  a l t e r n a t e  d e f i n i t i o n  o f  H ( [ 0 , 2 t t ] ) ,  s e e  [ 6 ] . ]  U2 i s  com­
p l e t e l y  n o r m a l .  Each i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f o r  U2 i s  o f  t h e  
fo rm  ^ ( e i n 9 ) n € ^  w h e re  A i s  a  s u b s e t  o f  t h e  n o n - n e g a t i v e  
i n t e g e r s ,  by  lemma 3*2  .
00 . 00 _ -j 1
We l e t  A2 ( .S0 a j n j )  = j i 0 a j ^1_2  ^  j  * 0 r '  i f  Qj  i S  t h e
a? -  i - 1
p r o j e c t i o n  o n t o  o^ {ti .} ,  t h e n  k 0 = .En [ l - 2  IQ,-- Each  i n v a r -
i a n t  s u b s p a c e  o f  i s  o f  t h e  fo rm  j gg ,  w h e re  B i s  a  s u b ­
s e t  o f  t h e  n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r s ,  by  lemma 3«2 .
Thus U2 and. Ag h a v e  o n l y  t h e  t r i v i a l  s u b s p a c e s  a s  common 
i n v a r i a n t  s u b s p a c e s .  We l e t  S2 = UgAg. The p r o p e r t y  o f  t h e  
skewed b a s i s  u s e d  i n  t h i s  exam ple  i s  t h e  m o t i v a t i o n  f o r  t h e  
c h o i c e  o f  t h e  d e s c r i p t i o n  " s k e w e d ."
Example 3 I n  t h i s  ex am p le ,  h a s  no e i g e n v e c t o r s  an d  A^ h a s
a  c o m p l e t e  s e t  o f  e i g e n v e c t o r s .  As b e f o r e ,  we f i x  a  su c h  t h a t
0 < a  < 2tr a n d  d e f i n e  U3 f ( f l )  = e i a 0 f ( e )  f o r  f  e L2 ( [ 0 , 2 t t ] ) .
I f  R i s  t h e  p r o j e c t i o n  o n t o  J [ e  ] ,  we d e f i n e  A^ ='
0  n  n - l  00 - n2 ( 1 - 3  "1R + £ ( 1 - 2  )R . S i n c e  e a c h  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  o f
n=-°° n  n = l  n
c o r r e s p o n d s  t o  a  B o r e l  s u b s e t  o f  [0 ,2 ? r] and  e a c h  i n v a r i a n t  
s u b s p a c e  o f  A^ i s  o f  t h e  fo rm  7 { e x n 0 )neIy  w h e re  D i s  a  s u b s e t  
o f  t h e  i n t e g e r s ,  we s e e  t h a t  and  A^ h a v e  o n l y  t h e  t r i v i a l  
s u b s p a c e s  a s  common i n v a r i a n t  s u b s p a c e s .  We s e t  = ^ 3^ 3 * 
Example  4 “ I n  o u r  f i n a l  e x am ple  b o t h  and  A^ h a v e  no  e i g e n -
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2
v e c t o r s .  I n  f a c t ,  t h e  H i l b e r t  s p a c e  i s  L ( [ 0 , 2 7 r ] ) ,  and  =
U3< We s e t  Vexn0 = e x ( n + 1 ) 0 o r  V f ( 0 )  = e xn0f ( 0 )  f o r  f  e 
L2 ( [ 0 , 2 7 t] ) .  We r e c a l l  t h a t  U , f ( 0 )  = f ( T [ S ] )  = f ( 0 - l ) .  U ,V f (0 )  
U ^ex0f (0 )  = e 1 ^0 ' 1 ^ f ( 0 - l )  = e " x e 1 0 f ( 0 - l )  = e ^ V U - j f  (0)  . So
ItjV = e~xVU1 . M o re o v e r ,  a n y  p r o p e r  n o n - z e r o  s u b s p a c e  o f
2L ( [ 0 ,  2tt] )  i n v a r i a n t  u n d e r  i s  n o t  i n v a r i a n t  u n d e r
U iV i ,  s i n c e  T i s  e r g o d i c .
F o r  e x<^ 0 = e ^ ,  we h a v e  t h a t  {V^e^J i s  a n  o r t h o n o r m a l
. j=-°°
basis for L2([0,2tr]) . Now U^e° = e^ for -» < j < «>. Thus U-jV 
- e’SfU^ implies that (U^Vj^'e0 = CjV'-’e0, where-|c.l = 1 for 
-oo < j < oo. So ■ {(U^V)^e0) .“_w is an orthonormal basis for %
O
== L ( [ 0 , 2 7 r ] ) j  and  U-^V i s  t h e  b i l a t e r a l  s h i f t  w i t h  r e s p e c t  t o
iSt h i s  b a s i s .  So we r e p r e s e n t  U-^V a s  a  m u l t i p l i c a t i o n  by  e
on L2 ( [ 2tt, 4 tt] ) . U^Vg(0) = e x0g ( 0 )  f o r  g ( 0 )  e L2 ( [ 2 tt, 4 tt] ) .
We s e t  A ^g(0)  = ( 0 - 2 v ) g ( 0 )  f o r  g ( 0 )  e L2 ( [2ir,  4tt] ) . The
i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  f o r  A^ c o r r e s p o n d  t o  B o r e l  s u b s e t s  o f
[2 t t ,4 t t ]  b y  lemma 3 . 2  . E ach  s u c h  s u b s p a c e  i s  i n v a r i a n t  u n d e r
2
U-^V, s i n c e  U-^V i s  r e p r e s e n t e d  a s  a  m u l t i p l i c a t i o n  on L ( [ 2 tt, ^ tt]) . 
B u t  no  n o n - t r i v i a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f p r  i s  i n v a r i a n t  
u n d e r  U^V s i n c e  T i s  e r g o d i c ,  a s  m e n t i o n e d  e a r l i e r .  So 
a n d  A^ h a v e  no n o n - t r i v i a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  i n  common.i
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